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В работе предложена и доведена до численной реализации упрощенная модификация
прямого метода граничных элементов при решении плоских задач теории упругости. Упро-
щение достигается за счет различения ролей узлов и точек коллокации. Произведено
сравнение решений задачи о растяжении квадрата, получаемых методами граничных эле-
ментов и комплексных потенциалов. Предложенный метод работает стабильнее в точ-
ках около границы области.
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Введение

В авиадвигателестроении важную роль играет
обеспечение и контроль механической прочнос-
ти конструкций, что возможно на основе решения
граничных задач теории упругости. Последнее вре-
мя ускоренными темпами развивалась техника
численного решения таких задач методами ко-
нечных и граничных элементов (МКЭ, МГЭ).
Появился ряд новых монографий и сборников
статей, посвященных МГЭ [1–5]. Однако, МГЭ пока
не является лидером в решении названных задач,
уступая МКЭ. Во-первых, это следует из дина-
мики количества публикаций [6]. Во-вторых, ли-
дерство МКЭ можно подтвердить, анализируя
номенклатуру существующего сегодня программ-
ного обеспечения (ПО). Высокой популярностью
пользуются коммерческие системы конечно-эле-
ментного анализа ANSYS [7–8], Nastran [9] и
многие другие [10–11], в том числе с открытым
кодом (Open Source). Упоминание о двух десят-
ках таких проектов имеется в обзоре [12]. На-
против, МГЭ-программы представлены в мень-
шей мере. Это либо узкоспециализированные
программы Suit3d, Fault3d [13] (геомеханика),
FastBEM Acoustics [14] (акустика) и др., либо
гибридные МКЭ-МГЭ программы [15]. Свобод-
ного ПО, наподобие [16], и вовсе мало.
Вероятно, одной из причин недостаточной по-

пулярности МГЭ является громоздкость форми-
рования матрицы метода. При устремлении теку-
щей внутренней точки области к узлу на грани-
це интегралы уравнений МГЭ становятся сингу-
лярными, причем их предельные значения зави-
сят от внутреннего угла области при этом узле.
Можно упростить формирование матрицы МГЭ,
различая роли точек коллокации и концов гра-
ничного элемента [17]. Принимая в качестве точки
коллокации середину граничного элемента (а не
его концы), можно избавиться от этой угловой

зависимости. Кроме того, нетиповые вклады в
матричные элементы будут возникать за счет
одного элемента (а не за счет пары элементов,
сопрягаемых в узле). Целью настоящей работы
является реализация такого подхода и сравнение
решения с результатами, получаемыми методом
комплексных потенциалов [18].

Постановка и решение граничной задачи ме-
тодом комплексных потенциалов

Пусть область S  – квадрат в плоскости ком-
плексного переменного z  с вершинами в точках

ll iz ±±= . Требуется определить напряженно-де-
формированное состояние (НДС) этой области,

возникающее под действием сил 0F± , равномер-

но распределенных вдоль сторон l±=zRe , и рас-

тягивающих область в направлении оси zRe .

Функция ( )ζω=z , конформно отображающая

область S  на единичный круг 1<ζ  в плоскости

некоторого комплексного переменного ζ , может

быть построена в виде степенного ряда по ζ  с
использованием интеграла Кристоффеля-Швар-
ца аналогично изложенному в [19]. Тогда комп-
лексные потенциалы ϕ , ψ  могут быть найдены
из граничного условия Колосова-Мусхелишви-
ли [18] ((1), § 51). Правая часть этого условия
может быть вычислена с использованием оче-
видного соотношения:
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Здесь ( )sη  – функция Хевисайда. Тогда поле
перемещений может быть найдено из [18] ((5),
§ 50), а поле напряжений – из [18] ((9), (10), § 32).
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Применение метода граничных элементов

Прямой метод граничных элементов решения
рассматриваемой задачи является методом пото-
чечной коллокации решения системы интеграль-
ных уравнений, известных как тождества Соми-
льяны для перемещений [20]. При отсутствии
объемных сил они имеют вид:

( ) ( ) ( )
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,
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(подразумевается суммирование по i ). Здесь *x  –

текущая точка границы *Γ , *ξ  – произвольная

внутренняя точка области, *
iu  – компоненты поля

перемещений, *
it  – компоненты внешней нагруз-

ки. Ядра *
ijF , *

ijG  определены в [20]. Символ *
соответствует наличию физической размерности.
Для обезразмеривания задачи введем замены

переменных xx l=* , ξ=ξ l* , µ⋅= 0*
1

fUu , µ⋅= 0*
2

fVu ,

l
0* f

ii tt ⋅= . Интересно отметить, что в СИ размер-

ности [ ]l  и [ ]µ0f  одинаковы (и обе равны мет-

ру), однако характерный размер l  области прин-
ципиально непригоден для обезразмеривания

компонент *
iu . Эти последние должны быть про-

порциональны внешней нагрузке 0f  независимо

от геометрии области. Полагая *
ijij GG µ= , получаем:
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Построим дискретизацию системы (3). Гранич-

ные элементы (ГЭ) [ ]1, +=∆Γ kkk xx  возникают при

выборе системы узлов Γ∈kx .
При устремлении внутренней точки области

к середине i -го граничного элемента интегралы

вдоль этого элемента, содержащие ядра ijF , ста-

новятся сингулярными. Поэтому слагаемые

( )∫∆Γ
Γ+

k
dVFUF 2111 , ( )∫∆Γ

Γ+
k

dVFUF 2212  при ik =

следует вычислять нетиповым образом. Их лево-
сторонние предельные значения вычислены в [17].
Соответственно, левые части (3) принимают вид:
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Здесь обозначено ( )[ ]432
1 11 CCz +π+= . Константы

3C , 4C  зависят от свойств материала и заданы в

[20] при определении вида ядер ijF . Интегралы
под знаком суммы особенностей уже не содер-
жат и могут быть вычислены численно.
Интегралы в правых частях (3) имеют «сла-

бую особенность» (логарифмического характера).
Их достаточно понимать как несобственные схо-
дящиеся. Согласно условиям нагружения имеем

02 ≡t  на контуре Γ ; 11 ±=t  на прямых l±=1x ;
01 ≡t  на прямых l±=2x . Нетиповые вклады i-го

ГЭ в интегралы в правых частях (3) принимают
вид:

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )








−−−=Γ





 −−=Γ

∫

∫

∆Γ

−
∆Γ

.

;ln

221121121

22221111

3

2

2
113

bebe
L

C

L
xLLC

xxtdGt

CCtdGt

i

i

be
ii

(5)

Здесь iL  – длина i -го ГЭ, а индексы ( )b , ( )e
указывают на его начало и конец (begin, end соот-

ветственно). Обозначено также ν−= 432C , ν  –
коэффициент Пуассона материала.
Подставляя (4), (5) в (3), получаем систему

линейных уравнений. Ее решение – перемеще-
ние точек контура. Тогда из (3) находим компо-
ненты U , V  перемещения любой внутренней

точки ξ . Сингулярность больше не возникает

(точка ξ  больше не стремится к границе).
Напряжения могут быть найдены из закона

Гука:

jkmmjkjk µε+εδ
ν−

µν
=σ 2

21
2*

(предполагается суммирование по m ; символом

* , как и прежде, обозначена физически размер-
ная величина). Относительные деформации мо-
гут быть вычислены по формуле Коши:
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Выражая U , V  из (3), получаем (суммирова-

ние по i )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫Γ
Γξ−ξ=σ xdxExuxTxtf

ijkiijkijk ,,0*
l .

Здесь временно переобозначено Uu =1 , Vu =2 .
Обозначено также (суммирование по m )
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Эти соотношения являются безразмерными
аналогами формул (4.40а), (4.40б), предложенных
в [20], и отличаются отсутствием коэффициента
µ . По нашему мнению, модуль сдвига µ  и не
должен играть роль носителя размерности в вы-
ражениях для напряжений. Такую роль должна

играть дробь l
0f . Действительно, рассмотрим, на-

пример, одноосное растяжение стержня. При вы-
боре другого стержня той же геометрии, но с мень-
шим модулем сдвига мы получим большее абсо-
лютное удлинение в тех же условиях нагруже-
ния. Напряжение же в поперечном сечении оста-
ется неизменным (т. к. условия нагружения те
же). Иными словами, модуль сдвига влияет на
поле перемещений, но не должен влиять на поле
напряжений.

Сопоставление результатов

Расчет поля перемещений методом комплекс-
ных потенциалов выполнен при удержании

29=M  первых слагаемых в разложении функ-

ции ( )ζω  (из них отличны от нуля 8). На рис. 1
изображены перемещения точек контура, а также
точек, расположенных до деформации на луче

4arg π=z , 9,0≤z  (обозначены квадратиками).

Масштаб при отображении перемещений выбран
условно большим только для удобства различе-
ния исходных и смещенных положений.
Как по перемещенным положениям точек

контура, так и по перемещенным положениям
точек луча (треугольники) можно судить о том,

что имеет место растяжение вдоль оси zRe , со-

провождающееся сжатием вдоль оси zIm . Как
видим, деформированный луч остается прямоли-
нейным. Это свидетельствует о приемлемом ка-
честве расчетов для точек, находящихся внутри
области. Однако, извитость деформированного

Рис. 1. Перемещения точек на луче 4arg π=z  ( 29=M )

контура указывает на недостаточность количеств
удерживаемых слагаемых. Положение частично
спасает их увеличение. На рис. 2 показаны анало-
гичные результаты при удержании М = 397 сла-
гаемых (их них 100 отличны от нуля).

Рис. 2. Перемещения точек на луче 4arg π=z  ( 397=M )

Как видим, перемещения точек около сере-
дин сторон контура стабилизируются, однако в
окрестности угловых точек контура проблема
сохраняется. Кроме того, ухудшается устойчивость

решения уравнения ( ) *z=ζω , нужного для полу-

чения доступа к точке *z .
Вычислим напряжения в точках отрезка 21zz ,

0Re =z . Пока точки z  далеки от границы, ре-
зультат ожидаем: безразмерные напряжения

111 ≈σ , 022 ≈σ , 012 ≈σ  в широком диапазоне зна-

чений z . В точках z , близких к границе

( iz 98,01 = , iz =2 ), получить сходимость для на-
пряжений вовсе не удается.
Расчет поля перемещений методом граничных

элементов выполнен при использовании 16 ГЭ.
На рис. 3 треугольниками и кружочками обозна-
чены положения узлов до и после перемещения
соответственно. Мы снова наблюдаем продоль-
ное растяжение и поперечное сжатие. Однако,
прямолинейность каждого ГЭ сохраняется (это
«заложено» в кусочно-линейную модель узло-
вых перемещений).

Рис. 3. Перемещения точек контура (результаты прямого
МГЭ)
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Произведен также расчет распределения на-
пряжений вдоль отрезка 21zz . Оказалось возмож-
ным выбрать конец этого отрезка в положении

( )9995,0;02z . При этом отличие напряжения 11σ
от единицы обнаружить не удается. Напряжение

22σ  находится на уровне 1310−  (это соответству-
ет абсолютной ошибке, принятой нами в реали-
зации численного интегрирования по квадратур-
ной формуле Гаусса-Лежандра). Таким образом,
прямой метод граничных элементов имеет пре-
имущества перед методом комплексных потен-
циалов при нахождении напряженно-деформи-
рованного состояния в точках, близких к грани-
це области.

Выводы

В настоящей работе предложена и доведена до
численной реализации новая модификация пря-
мого метода граничных элементов решения плос-
ких граничных задач теории упругости. Разделе-
ние ролей вершин граничных элементов и точек
коллокации при дискретизации тождеств Соми-
льяны для перемещений позволило значительно
упростить как вычисления требуемых левосто-
ронних предельных значений некоторых сингу-
лярных интегралов, так и окончательное форми-
рование матрицы метода. Сравнение результатов,
получаемых методом комплексных потенциалов
Н.И. Мусхелишвили и предложенной модифи-
кацией прямого метода граничных элементов
позволяет утверждать, что эта модификация впол-
не работоспособна и является предпочтительной
при расчете напряженно-деформированного состо-
яния в точках около границы области.
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Анпілогов Д. I. Тестування спрощеної модифікації прямого методу граничних еле-
ментів

В роботі запропоновано і доведено до чисельної реалізації спрощену модифікацію пря-
мого методу граничних елементів при розв’язуванні плоских задач теорії пружності. Спро-
щення досягається за рахунок розрізнення ролей вузлів і точок колокації. Порівняно роз-
в’язки задачі про розтягування квадрату, отримувані методами граничних елементів і
комплексних потенціалів. Запропонований метод працює більш стабільно в точках біля
границі області.
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Anpilogov D. Testing a simplified modification of the direct boundary element method

A simplified modification of the direct boundary elements method for solving plane elasticity
problems and its numerical implementation are presented in this paper. Simplification is achieved
by distinguishing the roles of nodes and collocation points. Solutions of the problem of stretching
a square, obtained by methods of boundary elements and complex potentials, are compared. The
proposed method works more stable at points near the border area.

Key words: Mouschelishvili complex potentials, boundary elasticity problem, finite element
method, collocation.
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