
Конструкция и прочность

– 50 –

УДК 539.313

Т. А. Штефан, канд. техн. наук А. В. Засовенко
Запорожский национальный технический университет, г. Запорожье

ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИИ ЭНЕРГИИ
ФОРМОИЗМЕНЕНИЯ В ЦИЛИНДРЕ ПРИ АКСИАЛЬНОЙ
СИММЕТРИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ

СЖИМАЮЩИХ НАГРУЗОК
В качестве объекта исследования рассматривается круговой цилиндр конечной высоты,

находящийся под действием нагрузок, приложенных к основаниям цилиндра. Целью пред-
ставленной работы является отыскание критических областей деформированного упруго-
го кругового цилиндра с точки зрения четвертой гипотезы прочности (энергетической
гипотезы прочности Мизеса). Предполагается, что цилиндр находится в условиях аксиаль-
ной симметрической деформации, вызванной действием на его основания параболических
штампов, производящих сжимающую нагрузку.
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Введение

В теории упругости считается, что разрушение
материала происходит в тех местах конструкции,
в которых напряжения превосходят критичес-
кие значения. Для определения таких зон ис-
пользуются гипотезы прочности, наиболее попу-
лярной из которых является четвертая (энерге-
тическая) гипотеза Мизеса [1]. Распределение
потенциальной энергии формоизменения, кото-
рая используется в этой гипотезе, существенно
зависит от геометрии тела, его упругих характе-
ристик и приложенных нагрузок. Представляет
интерес разработка численно-аналитического спо-
соба решения поставленной задачи для различ-
ных классов тел.
Как отмечается в обзоре [2], использование

многослойных конструкций из композитов от-
крывает важный резерв прочности и оптимиза-
ции конструкций. Конструкции, которые имеют
форму слоистого цилиндра, находят широкое при-
менение в авиационной, нефтяной и газовой про-
мышленностях. Использование соотношений про-
странственной теории упругости к изучению та-
ких конструкций позволяет получить более ре-
альную картину напряженно-деформированного
состояния. Поскольку в конструировании часто
используются цилиндрические элементы, то этим
обуславливается актуальность предложенного
исследования.
Результаты экспериментальных исследований

процесса деформации цилиндрических заготовок
штампом изложены в [3]. Теоретическим иссле-
дованиям деформационной повреждаемости при
осесимметричной деформации посвящена работа
[4]. В качестве критерия разрушения авторы ис-

пользуют критерий Мизеса. Численное модели-
рование проведено методом конечных элемен-
тов с использованием программы ANSYS. В ра-
боте [5] исследуется осадка кругового цилиндра
жесткими штампами в условиях установившей-
ся ползучести. Численное решение строится на
основе пакета LS-DYNA. Во время расчетов ис-
следователи чаще всего пользуются приближен-
ными методами, например, методом конечных
элементов, поэтому получение именно аналити-
ческих выражений для функции потенциальной
энергии формоизменения является актуальной
задачей.
Целью представленной работы является отыс-

кание критических областей деформированного
упругого кругового цилиндра конечной высоты
с точки зрения четвертой гипотезы прочности.
Предполагается, что цилиндр находится в усло-
виях аксиальной симметрической деформации,
вызванной действием на его основания парабо-
лических нагрузок. В рамках поставленной ста-
тической задачи численно исследуется влияние
коэффициента Пуассона на поведение функции,
описывающей потенциальную энергию формо-
образования в цилиндре, а также влияние пара-
метров на геометрические характеристики боч-
кообразности.

Постановка задачи

При решении задачи будем использовать об-
ратный метод Сен-Венана как в [6]. Функция
напряжений ищется в виде полинома Лежандра
подходящей степени от двух переменных, что дает
возможность точно удовлетворить условия на
нижней и верхней гранях цилиндра [7].
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В качестве деформируемого тела будем рас-
сматривать круговой цилиндр радиуса R и дли-
ны h, ось которого совпадает с осью Oz  и кото-
рый находится в условиях осесимметричной де-
формации. Здесь и далее будем считать, что все
величины обезразмерены естественным образом.
Будем использовать цилиндрическую систему ко-
ординат θ,,rz  с началом в середине верхнего
основания и считаем, что ось Oz направлена вниз.
Очевидно, что в этом случае θθ ττ zr ,  тождествен-

но равны нулю, а остальные компоненты тензора
напряжений и вектора перемещений не зависят
от угла θ .
Если удалось построить бигармоническую

функцию напряжений Эри ϕ , то все ненулевые
составляющие тензора напряжений и компонен-
ты тензора перемещений определяются по фор-
мулам [7]:
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Считаем, что на торцах цилиндра равны нулю
касательные напряжения, а на боковой поверх-
ности цилиндра нормальные напряжения равны
нулю. Кроме этого будем считать, что точки, на-
ходящиеся на окружности, ограничивающей сред-

нее поперечное сечение (при 2/hz = ) не пере-
мещаются в вертикальном направлении. Нормаль-
ные силы, приложенные к основаниям цилиндра,
описываются квадратичной функцией от ради-
альной координаты. Математическая запись этих
условий будет следующая:
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Здесь hpp ,0  – максимальная по модулю нагруз-
ка на верхнем и нижнем основаниях. Как отме-
чалось выше, задача решается полуобратным ме-
тодом. При этом недостающие граничные усло-
вия на боковой грани получаются из условия
попадания функции напряжений в заданный
класс функций.

Решение задачи

 Общее решение сформулированной задачи
при произвольных граничных условиях неизве-
стно. Отдельно строятся приближенные решения
для случаев длинного цилиндра, короткого ци-
линдра и «кубического» цилиндра, у которого диа-
метр и высота есть величины одного порядка [8].
В тех случаях, когда высота цилиндра суще-

ственно меньше диаметра основания (так назы-
ваемый, кроткий цилиндр), и, следовательно, ци-
линдр приближенно можно считать круглым дис-
ком, наиболее существенным является удовлет-
ворение условий на основаниях цилиндра.
Воспользуемся решением для короткого ци-

линдра, в котором применяются полиномы Лежандра
)(xPn . Согласно [1] в этом случае функцию на-

пряжений Эри ( )zr,ϕ  нужно искать в виде ряда:
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где nn BA ,  – произвольные константы. Мы огра-
ничимся рассмотрением конечного числа слагае-
мых так же, как в [6], то есть выражением:

( ) ( )

( ) .)/(

)/(,

2

0

222122
2

0

222222

∑

∑
−

=

+
+

=

+++

+++=ϕ

k

n
n

n
n

k

n
n

n
n

zrzPzrB

zrzPzrhAzr

Множитель 2h  в первом слагаемом добавлен

для того, чтобы коэффициенты nn BA ,  имели оди-
наковую размерность (Па). Заметим, что при фик-
сированном значении параметра k  количество

произвольных констант nn BA ,  будет равно

( ) ( ) kkk 211 =−++ .

Заменим теперь условия (3) дискретным ана-
логом:
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Покажем, что при значении индекса 6=k
сформулированные дискретные условия (4) бу-
дут эквивалентны непрерывным условиям (3).

Функция ( )zr,ϕ  в таком случае будет содержать

12 констант 6543210 ,,,,,, AAAAAAA  и

65432 ,,,, BBBBB . При использовании формул (1)

и (2) константы 0A  и 1A  исчезают, а константы

2A  и 2B  входят только в выражение для функ-

ции перемещений ),( zrw  в виде линейной ком-

бинации. Таким образом, получаем 9 независи-
мых констант, для нахождения которых необхо-
дима система из девяти уравнений. В таблице 1
приведены полиномы Лежандра

( ) 




 ++= 22222 /~ zrzPzrP n

n
n  и их производные,

необходимые для составления системы (3), соот-
ветствующие выбранному значению параметра n .
В таблице 2 записаны значения полиномов Ле-

жандра вида ( ) 
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также соответствующие частные производные и
оператор Лапласа.
Используя данные таблиц 1 и 2 можно пока-

зать, что нормальные ( )zrz ;σ  и касательные на-
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Таблица 1 – Полиномы Лежандра вида ( ) 
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Таблица 2 – Полиномы Лежандра вида ( ) 
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пряжения );( zrrzτ  представляются в виде квад-
ратичных функций полярной координаты r :

22 )(
~
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)(~);( rzdzczrrzbzazr rzz ⋅+=τ⋅+=σ . (5)

Если нормальное напряжение );( zrzσ , запи-
санное в форме (3) совпадает со значением

);( zrzσ , записанным в виде (5), при значениях

параметров 0,0 == rz  и при Rrz == ,0 , то это
означает, что оба эти представления совпадают
при любых значениях r  для 0=z . Аналогичные
рассуждения справедливы и для касательных

напряжений );( zrrzτ . Таким образом, показана
эквивалентность дискретных и непрерывных ус-
ловий.

С учетом того, что компоненты θθ ττ zr ,  тождес-
твенно равны нулю, запишем функцию энергии фор-
моизменения в полярных координатах:

( ).3)(

),,(
22
rzzzrrzr

IV zrF

τ−σσ+σσ+σσ−σ+σ+σ=

=θ=σ

θθθ  (6)

Определив явно компоненты тензора дефор-
маций согласно (1) с учетом граничных условий
(3), перейдем к численному исследованию функ-
ции потенциальной энергии формоизменения.



Конструкция и прочность

               ISSN 1727-0219     Вестник двигателестроения № 1/2017 – 53 –

Исследование функции энергии формоизмене-
ния

Значения параметров примем равными ,1=R
,1=h  3,0=ν  (то есть рассмотрим цилиндр, у ко-

торого радиус основания совпадает с высотой).
Будем рассматривать случаи симметричной

( )hpp =0  и несимметричной ( )hpp ≠0  нагрузок.

Величина .1,00 =p

1 

2 

Рис. 1. Вертикальные перемещения при hpp =0  точек:

1 – верхнего основания, 2 – нижнего основания

1 

2 

Рис. 2. Вертикальные перемещения при 02 pph =  точек:

1 – верхнего основания, 2 – нижнего основания

На рисунках 1 и 2 изображены графики функ-
ций вертикальных перемещений точек верхнего
и нижнего оснований при симметричной и не-
симметричной нагрузках на эти основания. Как
видим, вертикальные перемещения оказались сим-
метричными при одинаковых нагрузках и не-
симметричными при несимметричных нагрузках,
что соответствует физическому смыслу задачи.

Перейдем к исследованию напряжений на
боковой грани цилиндра. На рисунках 3 и 4 пред-

ставлены графики функций нормального ( )zr ;1σ

и касательного ( )zrz ;1τ  напряжений в точках бо-

ковой грани при симметричной ( )hpp =0  и не

симметричной ( )02 pph =  нагрузках на основа-
ния цилиндра.

Рис. 3. Нормальное напряжение ( )zr ;1σ  на боковой

грани при: 1 – ,0 hpp =  2 – 02 pph =

1 

2 

Рис. 4. Касательное напряжение ( )zrz ;1τ  на боковой

грани при: 1 – ,0 hpp =  2 – 02 pph =

Если записать аналитические выражения для
касательных и нормальных напряжений соответ-
ственно в случаях симметричной нагрузки:
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и несимметричной нагрузки в явном виде:
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тогда в совокупности условия (4), (7) или (4),
(8) дадут полную формулировку соответствую-
щей граничной задачи теории упругости.
На рисунке 5 изображены графики функции

потенциальной энергии формоизменения ),( zrF
в случае одинаковой по модулю нагрузки и при

02 pph = .

Рис. 5. Функция ),( zrF  при нагрузках hpp =0  и

02 pph =

Для удобства на графиках 6 и 7 приведены
сечения двумерного графика функции плоскос-
тями 0=r  и 1,0 == zz  в случае несимметрич-
ной нагрузки при .2 0pph =
Как и следовало ожидать, функция потенци-

альной энергии формоизменения при симмет-
ричной нагрузке на основания цилиндра также
распределяется симметрично.
В таблице 3 приведены точки и значения гло-

бального максимума функции потенциальной
энергии формоизменения при фиксированной
нагрузке 0p  на верхнее основание и пропорцио-
нальном увеличении нагрузки на нижнее осно-

вание .0psph ⋅=

Рис. 6. ),0( zF  при 02 pph =

Рис. 7. 1 – ),0,(rF  2 – )1,(rF  при 02 pph =

Таблица 3 – Точки и значения глобального максимума функции

0pps h=  1 2 3 4 

maxh  0,5 0,601 0,651 0,682 

maxF  0,146 0,224 0,306 0,391 
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Итак, если зафиксировать нагрузку на одном
из оснований цилиндра и увеличивать ее на дру-
гом основании, то значение глобального макси-
мума функции потенциальной энергии будет
расти, и этот рост не будет линейным.

Выводы

В данной работе предложен способ нахожде-
ния в цилиндре, который сдавливается с двух
сторон, точек, наиболее опасных с точки зрения
прочности.
Получены аналитические выражения для ком-

понент вектора перемещений и тензора напря-
жений короткого цилиндра, к основаниям кото-
рого приложены нагрузки (симметричные и не-
симметричные). В качестве функции Эри взята
сумма, являющаяся частью ряда, дающего при-
ближенное решение для короткого цилиндра.
Показано, что как в случае симметричной, так

и несимметричной нагрузки точка глобального
максимума функции потенциальной энергии
формоизменения находится на оси цилиндра. При
этом в случае симметричной нагрузки точка мак-
симума находится в середине высоты цилиндра.
При пропорциональном увеличении нагрузки на
одно из оснований, точка экстремума смещается
вдоль оси ближе к тому торцу цилиндра, к кото-
рому приложена большая нагрузка.
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Штефан Т. О., Засовенко А.В. Дослідження функції енергії формозмінення в циліндрі
при аксіальній симетричній деформації під дією стискаючих навантажень

Як об’єкт дослідження розглядається круговий циліндр кінцевої висоти, що знаходить-
ся під дією навантажень, прикладених до основи циліндра. Метою представленої роботи є
знаходження критичних областей деформованого пружнього кругового циліндру з точки
зору четвертої гіпотези міцності (енергетичної гіпотези міцності Мізеса). Передбачаєть-
ся, що циліндр знаходиться в умовах аксіальної симетричної деформації, яка викликана
дією на його основу параболічних штампів, що виробляють стискуюче навантаження.

Ключові слова: пружний циліндр, вісесиметрична деформація, енергія формозмінення,
многочлени Лежандра.

Shtefan T., Zasovenko A. Research function of energy forming cylinder for axial symmetric
deformation under compressive loads

As the object of study is considered a circular cylinder of finite height, is under the influence
of the loads applied to the base of the cylinder. The aim of the present work is to find the critical
areas of the elastic deformation of a circular cylinder in terms of the strength of the fourth
hypothesis (Mises’s energy hypothesis of strength). It is assumed that the cylinder is symmetrical
in terms of axial deformation caused by the action of base on its parabolic stamps, generating a
compressive load.

Key words: elastic cylinder, axisymmetric deformation, forming energy, Legendre polynomials.




