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Çàïîðîæñêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МЕТОДА ГАРМОНИЧЕСКИХ
ФУНКЦИЙ

Íà áàçå çàìêíóòîãî ðåøåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè ïîëó÷åíû àíàëèòè-
÷åñêèå çàâèñèìîñòè, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü ìîäåëü ïðîñòîãî ïðîöåññà ïðîêàòêè  â
óñëîâèÿõ íåîäíîðîäíîãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñðåäû. Â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàíîâêè
çàäà÷è, ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü àñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå
êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïî äëèíå î÷àãà äåôîðìàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàìêíóòîå ðåøåíèå, êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ, àñèììåòðèÿ íàãðóæå-
íèÿ, ïðîêàòêà.

 В. В. Чигиринский, А. Я. Качан, А. В. Иванов, Е. Н. Мисник, 2011

Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [1–3] ïîêàçàíî çàìêíóòîå ðåøåíèå
ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè. Ïðè ðåøå-
íèè ðÿäà òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷
âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå
ïðîöåññû ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, â äàííîì ñëó-
÷àå ïðîñòîé ïðîöåññ ïðîêàòêè. Åãî îòëè÷èå, íà-
ïðèìåð, îò îñàäêè, çàêëþ÷àåòñÿ â àñèììåòðè÷-
íîì ðàñïðåäåëåíèè êîíòàêòíûõ äàâëåíèé ïî äëè-
íå î÷àãà äåôîðìàöèè, âñëåäñòâèå íàêëîíà òåêó-
ùåé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè. Ðàññìîòðèì ïîñòà-
íîâêó è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàíû â íàïðÿæåíèÿõ
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Ââåäåíèå óãëà α  â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîçâî-
ëÿåò ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ãåîìåòðèè èíñòðóìåíòà

íà ïàðàìåòðû ïðîöåññà. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áó-
äóò òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðåíû, åñëè â (2) ïðè-
íÿòü

ΑΦ⋅=τ sinkxy . (3)

Ðåøåíèå çàäà÷è

Ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) ìîæíî
ïðèâåñòè ê îáîáùåííîìó óðàâíåíèþ ðàâíîâåñèÿ
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Ñîïðîòèâëåíèå ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà è ÿâëÿåò-
ñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò î÷àãà äåôîðìàöèè

.exp 'θ⋅= σHk (5)

Ïîäñòàâëÿÿ (3) è (5) â îáîáùåííîå óðàâíåíèå
ðàâíîâåñèÿ (4), èìååì
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(6)

Ðåøåíèåì îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ (6) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü
âèäà

ΑΦ⋅θ⋅=τ σ sinexp 'Hxy , (7)
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ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèé yx ΑΦ−=θ' ,

xy ΑΦ=θ' .

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-
íèé (7) â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1), ïîñëå
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì è èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, ïîëó÷èì íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå òåí-
çîðà íàïðÿæåíèé

CyfHx ++σ+ΑΦ⋅θ⋅=σ σ )(cosexp 0
' ,

.)(cosexp 0
' CxfHy ++σ+ΑΦ⋅θ⋅−=σ σ (8)

Àíàëèç ðåøåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå σH
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â âèäå

.'''
σσσ +⋅= CxCH

Ïðè ýòîì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñâÿçè, ñ ó÷å-
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ëîâèíà ñèñòåìû (1))
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.

 èëè yxy ξ⋅ΒΦ⋅γ tg2
.

m .
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Ðåøàåì îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè

xξ . Äëÿ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîð-
ìàöèé ìîæíî çàïèñàòü

ΒΦ⋅θ⋅=ΒΦ⋅β=ξ−=ξ ξ cosexpcos ''Hyx ,

ΒΦ⋅θ⋅⋅=γ ξ sinexp2 ''.
Hxy . (10)

Ïîäñòàâëÿÿ çàâèñèìîñòè (10) â äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå (9), ïîëó÷èì
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Ïðè yx ΒΦ−=θ '' , xy ΒΦ=θ ''  äèôôåðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå (11) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî.
Àíàëèç (11), (6) ïîêàçûâàåò, ÷òî êîìïîíåíòû

òåíçîðà íàïðÿæåíèé è êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêî-

ðîñòåé äåôîðìàöèé îïðåäåëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè
ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò θ  è Φ .
Äåéñòâèòåëüíî,

θ⋅Α−=θ ' , θ⋅Β−=θ '' , ïðè Β=Α , ''' θ=θ .

Ðåçóëüòàò ïîëó÷åí áëàãîäàðÿ ðåøåíèþ çàìê-
íóòîé çàäà÷è è ÿâëÿåòñÿ çäåñü îïðåäåëÿþùèì.
Ïîëÿ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé çà-
âèñÿò îò îäèíàêîâûõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèìè. Ýòî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ìåæäó
íèìè àíàëèòè÷åñêóþ ñâÿçü â âèäå ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ìîäåëè äåôîðìèðóåìîé ñðåäû
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ãäå iТ  – èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-

íèé, iH  – èíòåíñèâíîñòü ñêîðîñòè äåôîðìàöèè
ñäâèãà.

Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèå σH ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñî ñòîðîíû âõîäà è âûõîäà èç î÷àãà äåôîðìàöèè
çàäåéñòâîâàíû ðàçíûå êîíñòàíòû, ñëåäîâàòåëü-
íî, ðàçíûå íàïðÿæåíèÿ âõîäà è âûõîäà. Äåé-
ñòâèòåëüíî,
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Ïðè ýòîì

l
lСlCC от⋅+⋅

=σ
1оп0'' , 

l
СCC 01' −

=σ .

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè óãîë const=α . Ôóí-
êöèþ ΑΦ îïðåäåëÿåì, ðåøàÿ óðàâíåíèå Ëàïëàñà,
â âèäå

( )

( ) ( ) ,22''
6

'
6

xh
yylx

ylx

оп

от

⋅α−⋅−⋅ΑΑ+

+⋅+⋅ΑΑ=ΑΦ

(13)

ãäå ''
6

'
6 , ΑΑΑΑ  – ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè òðåíèÿ íà êîíòàêòå ñî ñòî-
ðîíû âûõîäà è âõîäà â î÷àã äåôîðìàöèè.
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Èñïîëüçóÿ âîçìîæíîñòè ïîëóîáðàòíîãî ìåòîäà
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0
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1 , f  – êîýôôèöè-

åíò òðåíèÿ.

Òàê êàê, yx ΑΦ−=θ ' , xy ΑΦ=θ' , òîãäà
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Äëèíó çîíû îïåðåæåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü
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00 2,2 α+ΑΦ−=ΑΦα+ΑΦ=ΑΦ .

Ðàñ÷åòû ïî âûðàæåíèÿì (15) ïðîâîäèëèñü äëÿ
ïðîñòîãî ñëó÷àÿ ïðîêàòêè ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ f è ôàêòîðà ôîðìû

cpд hl / . Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1, 2.

Ðèñ. 1. Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïðè
ïðîêàòêå ld/hñð = 7, è êîýôôèöèåíò òðåíèÿ f = 0,1-0,56

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïðè
ïðîêàòêå ld/hñð = 1,3 5,7, è êîýôôèöèåíò òðåíèÿ f = 0,3
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Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ðåàãè-
ðóþò íà óêàçàííûå ïàðàìåòðû, êàê ïî âåëè÷èíå,
òàê è õàðàêòåðó ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè íåáîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ ôàêòîðà ôîðìû, ýïþðà, ïðèìåðíî,
ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû î÷àãà äå-
ôîðìàöèè. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ  ïîÿâëÿåòñÿ
ÿâíàÿ àñèììåòðèÿ, ñî ñäâèãîì â ñòîðîíó âûõîäà
èç î÷àãà äåôîðìàöèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûì äàííûì ×åêìàðåâà À. Ï., Êëè-
ìåíêî Ï. Ë. Ñ óâåëè÷åíèåì êîýôôèöèåíòà òðå-
íèÿ êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ óâåëè÷èâàþòñÿ, à
ïèê ýïþðû ïåðåìåùàåòñÿ â ñòîðîíó âõîäà. Ôàê-
òîð ôîðìû ïðè ïðîêàòêå, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ,
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ïàðàìåòðîì, îêàçûâàåò
âëèÿíèå íà ðàñïðåäåëåíèå è âåëè÷èíó óäåëüíîãî
äàâëåíèÿ.

Âûâîäû

1. Íà áàçå çàìêíóòîãî ðåøåíèÿ ïëîñêîé çàäà-
÷è òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè ðàçðàáîòàí ìåòîä ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ îï-
ðåäåëåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé, ñêîðîñòåé äåôîð-
ìàöèé.

2. Â àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèÿõ äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ óêàçàííûõ ïîëåé ñîäåðæàòñÿ îäèíàêîâûå
êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñâÿ-
çàòü èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè íàïðÿæåííî-

ãî è äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèé äåôîðìèðóå-
ìîãî ìàòåðèàëà.

3. Ðàññìîòðåíà ïðîäîëüíàÿ àñèììåòðè÷íàÿ çà-
äà÷à òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè, ïðîêàòêà. Ïîêàçàíî
ðåøåíèå, ó÷èòûâàþùåå àñèììåòðèþ ïðîöåññà,
÷åðåç ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàê-
òíûõ íàïðÿæåíèé ñîîòâåòñòâóåò êà÷åñòâåííîé è
êîëè÷åñòâåííîé îöåíêå â ñîïîñòàâëåíèè ñ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
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×èãèðèíñüêèé Â.Â., Êà÷àí Î.ß., Iâàíîâ À.Â., Ì³ñíèê Î.Ì. Ðîçðîáêà ìàòåìàòè÷íî¿
ìîäåë³ ïðîñòîãî ïðîöåñó ïðîêàòêè ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³é

Íà áàç³ çàìêíóòîãî ð³øåííÿ ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïëàñòè÷íîñò³ ïîêàçàíî àíàë³òè÷í³
çàëåæíîñò³, ÿê³ äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè ìîäåëü ïðîöåñó ïðîêàòêè â óìîâàõ íåîäíîð³äíî¿
ïëàñòè÷íî¿ òå÷³¿  ñåðåäîâèùà. Â çàëåæíîñò³ â³ä ïîñòàíîâêè çàäà÷³, ãðàíè÷íèõ óìîâ, ïîêà-
çàíà ìîæëèâ³ñòü âèçíà÷åííÿ àñèìåòðè÷íîãî ðîçïîä³ëó êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü â  îñåðåäêó
äåôîðìóâàííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: çàìêíóòå ð³øåííÿ, êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ. àñ³ìåòðè÷íå íàâàíòàæåí-
íÿ, ïðîêàòêà.

Chigirinskiy V., Kachan A., Ivanov A., Misnik E. Development of mathematical model of
simple process of rolling with the use of method of harmonic functions

On the base of the reserved decision of flat task of theory of plasticity analytical dependences,
allowing to define the model of simple process of rolling  in the conditions of heterogeneous
plastic flow of environment, are got. Depending on raising of task, scope condition, possibility to
get the asymmetric distributing of contact tensions on length of hearth of deformation is rotined

Key words: reserved decision, contact tensions, asymmetry of ladening, rolling.




