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Ïðîïîíóºòüñÿ åôåêòèâíèé ñïîñ³á âèçíà÷åííÿ êðîêó øòàìïóâàííÿ ïðè ðåãóëÿðíîìó îä-

íîðÿäíîìó ðîçêðî¿ ïðÿìîêóòíîãî ëèñòà íà îäíîòèïí³ ô³ãóðè. Ñïîñ³á îñíîâàíèé íà ñôîðìó-
ëüîâàí³é òà äîâåäåí³é ó ñòàòò³ òåîðåì³ ïðî äîâæèíó êðèâîë³í³éíî¿ òðàïåö³¿.
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Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè

Îäíèì ç îñíîâíèõ øëÿõ³â çíèæåííÿ âèòðàò
ëèñòîâîãî ïðîêàòó íà àâòîìîá³ëüíèõ òà àâ³àö³éíèõ
çàâîäàõ º âäîñêîíàëþâàííÿ òåõíîëîã³÷íèõ
ïðîöåñ³â ðîçêðîþ. Äëÿ ìàøèíîáóä³âíèõ çàâîä³â
ç âåëèêèìè îáñÿãàìè øòàìïóâàëüíèõ ðîá³ò
³íòåðåñ âèêëèêàþòü òàê³ âèäè øòàìïóâàííÿ, ó
ÿêèõ äåòàë³ â ëèñòàõ ðîçòàøîâóþòüñÿ ðåãóëÿðíî,
îñê³ëüêè äëÿ öèõ âèä³â øòàìïóâàííÿ âäàºòüñÿ
çàáåçïå÷èòè âèñîêó ïðîäóêòèâí³ñòü
øòàìïóâàëüíèõ âåðñòàò³â.

Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ âèïàäîê îäíîðÿä-
íîãî ðåãóëÿðíîãî ðîçêðîþ. Ïðè òàêîìó âèä³ ðîç-
êðîþ ëèñò ðîçð³çàºòüñÿ íà ïîëîñè, ³ íà êîæí³é
ïîëîñ³ â îäèí ðÿä ðîçì³ùóþòüñÿ îäíàêîâî îð³º-
íòîâàí³ ô³ãóðè òàê, ùîá â³äñòàíü ì³æ ñóñ³äí³ìè
ô³ãóðàìè áóëà íå ìåíøà çà ì³æäåòàëüíó ïåðå-
ìè÷êó. ßêùî çàì³ñòü ô³ãóð ðîçãëÿäàòè åêâ³äèñ-
òàíòí³ ¿ì ô³ãóðè, ðîçøèðåí³ íà ïîëîâèíó ì³æäå-
òàëüíî¿ ïåðåìè÷êè, òî òàê³ ô³ãóðè íà ëèñò³ âæå
ìîæíà ðîçì³ùàòè ù³ëüíî.

Ïðè òàêîìó ñïîñîá³ øòàìïóâàííÿ ê³ëüê³ñòü
ô³ãóð, ÿê³ ìîæíà ðîçì³ñòèòè íà ëèñò³, äîð³âíþº
äîáóòêó ê³ëüêîñò³ ïîëîñ, íà ÿê³ ðîçð³çàºòüñÿ ëèñò,
íà ê³ëüê³ñòü ô³ãóð â îäí³é ïîëîñ³. Ö³ âåëè÷èíè º
ôóíêö³ÿìè â³ä êóòà ïîâîðîòó ô³ãóð ó ëèñò³ â³äíîñ-
íî äåÿêîãî ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ. Ïðîáëåìà,
ðîçâ’ÿçêó ÿê³é ïðèñâÿ÷åíà öÿ ñòàòòÿ, º ñïîñ³á
çíàõîäæåííÿ ê³ëüêîñò³ ô³ãóð ó ïîëîñ³  çàëåæíî
â³ä êóòà ïîâîðîòó ô³ãóð.

Àêòóàëüí³ñòü òåìè

Çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî ðîçì³ùåííÿ ãåîìåòðè÷-
íèõ îá’ºêò³â çóñòð³÷àþòüñÿ â íàéð³çíîìàí³òí³øèõ
îáëàñòÿõ íàóêè òà òåõí³êè: ó ïðîåêòóâàíí³ ìà-
øèí, ìåõàí³çì³â, ðàä³îåëåêòðîííèõ ïðèñòðî¿â,
³íòåãðàëüíèõ ñõåì, òåõíîëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â, ó
ô³çèö³ òà õ³ì³¿. Ê³ëüê³ñòü íàóêîâèõ ïóáë³êàö³é
ö³º¿ òåìàòèêè øâèäêî çðîñòàº, îñîáëèâî îñòàíí³ì
÷àñîì. ²ñíóº øèðîêèé ñïåêòð ìåòîä³â ðîçâ’ÿçêó
òàêèõ çàäà÷: êëàñè÷í³ (ìåòîäè ë³í³éíîãî ö³ëî÷èñ-

ëîâîãî òà íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ, òàê³ ÿê,
íàïðèêëàä, ìåòîäè, îñíîâàí³ íà òåîð³¿ R-ôóíêö³é)
òà  ðîçðîáëåí³ â³äíîñíî íåäàâíî (ãåíåòè÷íèé àë-
ãîðèòì, ìåòîä Ëàãðàíæåâèõ ðåëàêñàö³é, ïîøóê ³ç
çàáîðîíàìè, ìåòîä êîìàøèíî¿ êîëîí³¿ ³ ò. ³í.).
Óñ³ íàçâàí³ ìåòîäè º íàáëèæåíèìè ³ äàþòü îï-
òèìàëüíå ðîçì³ùåííÿ ò³ëüêè äëÿ îêðåìèõ êëàñ³â
çàäà÷. Ïîøóê òî÷íèõ îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â äëÿ
³íøèõ êëàñ³â çàäà÷ º àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ.

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü

Òåîðåòè÷íèì äîñë³äæåííÿì â îáëàñò³ ðîçì³-
ùåííÿ îäíàêîâèõ ïðîñòèõ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â
íà ïëîùèí³ ïðèñâÿ÷åí³ ðîáîòè Ë. Ô. Òîòà [1],
Õåøà [2], Â. À. Çàëãàëëåðà [3], âèêîíàí³ â 50-ò³
ðîêè ìèíóëîãî ñòîð³÷÷ÿ. Øâèäêå ïîøèðåííÿ
ÅÎÌ ó ïîäàëüø³ ðîêè äîçâîëèëî ñòâîðþâàòè àë-
ãîðèòìè ðîçâ’ÿçêó âàæëèâèõ äëÿ ïðàêòèêè çàäà÷
ðîçêðîþ íà ÅÎÌ. Îãëÿä äîñë³äæåíü ó ö³é îá-
ëàñò³ äî 1970 ð. ìîæíà çíàéòè ó â³äîì³é ìîíî-
ãðàô³¿ Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à òà Â. À. Çàëãàëëåðà [4].
Ðîçðîáö³ åôåêòèâíèõ àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçêó çà äî-
ïîìîãîþ ÅÎÌ âàæëèâèõ äëÿ ïðàêòèêè çàäà÷ ïðî
ù³ëüíå ðåãóëÿðíå óêëàäàííÿ îäíîòèïíèõ ô³ãóð ó
ïðÿìîêóòíèõ ëèñòàõ, ðóëîíàõ ³ ïëîùèíàõ ïðè-
ñâÿ÷åí³ ðîáîòè Ë. Á. Áåëÿêîâî¿ [5, 6],
Þ. Ã. Ñòîÿíà [7, 8]. Ç îñòàíí³õ ðîá³ò, ïðèñâÿ÷å-
íèõ ïðîáëåì³ îïòèìàëüíîãî ðîçêðîþ ìàòåð³àë³â
íà ô³ãóðí³ çàãîò³âë³, â³äçíà÷èìî [9, 10].

Ôîðìóëþâàííÿ ö³ëåé ñòàòò³. Ïðè îá÷èñëåíí³
ê³ëüêîñò³ ô³ãóð, ÿê³ ìîæíà ðîçì³ñòèòè â îäí³é
ïîëîñ³, íàéá³ëüø ñêëàäíîþ, ç ìàòåìàòè÷íî¿ òî÷-
êè çîðó, º çàäà÷à îá÷èñëåííÿ êðîêó øòàìïóâàí-
íÿ.

Êðîê øòàìïóâàííÿ ìîæíà âèçíà÷àòè ÿê íàé-
ìåíøó â³äñòàíü, íà ÿêó ìîæíà çñóíóòè ô³ãóðó â
íàïðÿìêó øòàìïóâàííÿ, òàê, ùîá âîíà íå ìàëà
ñï³ëüíèõ òî÷îê ç³ ñâî¿ì âèõ³äíèì ïîëîæåííÿì.

Àëå, çàçâè÷àé, ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ ö³º¿ çàäà÷³ ðîç-
ãëÿäàþòü äâ³ ñóñ³äí³ ô³ãóðè, îäíó ç íèõ â³äíî-
ñÿòü íà äåÿêó â³äñòàíü â³ä ïåðøî¿ â íàïðÿìêó
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øòàìïóâàííÿ, òàê, ùîá âîíè íàïåâíå íå ìàëè
ñï³ëüíèõ òî÷îê, ³ ïî÷èíàþòü çñóâàòè äðóãó ô³ãó-
ðó äî ïåðøî¿, íà êîæíîìó ç êðîê³â ïåðåâ³ðÿþ÷è
óìîâè â³äñóòíîñò³ ñï³ëüíèõ òî÷îê. Ô³ãóðè, äëÿ
ÿêèõ â³äñòàí³, ÿê³ îá÷èñëþþòüñÿ öèìè äâîìà ñïî-
ñîáàìè, çá³ãàþòüñÿ, íàçèâàþòüñÿ ðîçä³ëüíèìè.
Íàïðèêëàä, óñ³ îïóêë³ ô³ãóðè º ðîçä³ëüíèìè.

Ó ïðîìèñëîâîñò³ íàéá³ëüøå âèêîðèñòîâóþòü-
ñÿ ëèñòîâ³ çàãîò³âêè, êîíòóð ÿêèõ ñêëàäàºòüñÿ ç
â³äð³çê³â òà äóã ê³ë. Îñê³ëüêè ïðè ïîáóäîâ³ åêâ³-
äèñòàíò íîâ³ ðîçøèðåí³ êîíòóðè òàêîæ ñêëàäà-
þòüñÿ ç â³äð³çê³â òà äóã ê³ë, ó ö³é ñòàòò³ ìè òà-
êîæ îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì òàêèõ êîíòóð³â ³ áó-
äåìî ââàæàòè ô³ãóðè ðîçä³ëüíèìè.

Ö³ëëþ ñòàòò³ º ïîøóê åôåêòèâíîãî àëãîðèòìó
òî÷íîãî âèçíà÷åííÿ äëÿ ðåãóëÿðíîãî îäíîðÿäíî-
ãî ðîçêðîþ íà îäíîòèïí³ ô³ãóðè êðîê øòàìïó-
âàííÿ ó âèïàäêó, êîëè ô³ãóðè º ðîçä³ëüíèìè, à
¿õí³ ðîçøèðåí³ êîíòóðè ñêëàäàþòüñÿ ç â³äð³çê³â
òà äóã ê³ë.

Îñíîâíà ÷àñòèíà

Ðîçãëÿíåìî êðèâîë³í³éíó òðàïåö³þ, âåðõíÿ òà
íèæíÿ îñíîâè ÿêî¿ º â³äð³çêàìè, ïàðàëåëüíèìè
îñ³ OX , à ë³âà òà ïðàâà áîêîâ³ ñòîðîíè º äóãàìè

ê³ë ðàä³óñ³â r  òà R  â³äïîâ³äíî. Íåõàé öåíòð

ë³âîãî êîëà º òî÷êà ( )baA , , à ïðàâîãî êîëà

( )hbsaB ++ , , äå 0>h .
Âèçíà÷èìî øèðèíó ö³º¿ ô³ãóðè â íàïðÿìêó

îñ³ OX . Çàïèøåìî ïàðàìåòðè÷í³ ð³âíÿííÿ áîêî-
âèõ ñòîð³í ö³º¿ òðàïåö³¿:
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Ê³íö³ â³äð³çêà, ÿêèé âèçíà÷àº äîâæèíó êðè-
âîë³í³éíî¿ òðàïåö³¿, ëåæàòü íà ïðÿì³é
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(áóäåìî íàçèâàòè ¿¿ íàï³ââóçëîâîþ), ä³ëèòü
â³äð³çîê, ÿêèé ñïîëó÷àº öåíòðè ê³ë, ó â³äíîøåíí³
ðàä³óñ³â öèõ ê³ë.

ßêùî êðèâîë³í³éíà òðàïåö³ÿ º îïóêëîþ ô³ãó-
ðîþ òà îïîðíà ïðÿìà ìàº ñï³ëüí³ òî÷êè ç òðàïå-
ö³ºþ, òî äîâæèíà òðàïåö³¿ âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîð-
ìóëîþ
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Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó òðàïåö³¿, ó ÿêî¿ áîêîâ³
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Îðäèíàòà íàï³ââóçëîâî¿ ïðÿìî¿, ÿêà âèçíà÷àº
â³äð³çîê åêñòðåìàëüíî¿ äîâæèíè, âèçíà÷àºòüñÿ çà
ôîðìóëîþ
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òðàêòóâàòè ÿê ä³ëåííÿ â³äð³çêà ó â³äíîøåíí³
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Çíàê «+» ïåðåä ðàäèêàëîì áåðåìî â òîìó âè-
ïàäêó, êîëè îáèäâà êîëà âèãíóò³ âïðàâî, à çíàê
«-», êîëè âèãíóò³ âë³âî. Ï³ñëÿ öüîãî ìîæíà âèç-
íà÷èòè äîâæèíó åêñòðåìàëüíîãî â³äð³çêà. Íàïðèê-
ëàä, ÿêùî äóãè âèãíóò³ âïðàâî, òî äîâæèíà åêñò-
ðåìàëüíîãî â³äð³çêà äîð³âíþº
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ìàëüíîãî â³äð³çêà äîð³âíþº
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ff
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Îêðåìî ïîòð³áíî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè
äóãè ê³ë îäíàêîâî îð³ºíòîâàí³ ³ ìàþòü îäíàêîâ³
ðàä³óñè. Ó öüîìó âèïàäêó íàâåäåí³ âèùå ôîðìó-
ëè íå ìîæíà çàñòîñîâóâàòè, îñê³ëüêè òàì áóäå
ä³ëåííÿ íà íóëü.

Ç óðàõóâàííÿì öüîãî óìîâà ( ) ( )ψ=ϕ 21 gg  ïðè

rR =  íàáóäå âèãëÿäó 0sinsin =⇔ϕ=ϕ+ rrrh .
Îòæå, ÿêùî öåíòðè ê³ë ëåæàòü íà îäí³é ãîðè-
çîíòàëüí³é ïðÿì³é, òî äîâæèíà ïåðåòèíó óçàãàëü-
íåíî¿ òðàïåö³¿ îäíàêîâà äëÿ âñ³õ ïåðåòèí³â, à ÿêùî
öåíòðè ê³ë íå ëåæàòü íà îäí³é ïðÿì³é, òî åêñòðå-
ìàëüíèé â³äð³çîê áóäå çá³ãàòèñÿ ç îäí³ºþ ç îñ-
íîâ òðàïåö³¿.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè îäíà ñòîðî-
íà òðàïåö³¿ º äóãîþ êîëà, à ³íøà – â³äð³çêîì.
Áóäåìî ââàæàòè ñïî÷àòêó, ùî ë³âà ñòîðîíà º äó-
ãîþ êîëà.

Çàïèøåìî ïàðàìåòðè÷í³ ð³âíÿííÿ áîêîâèõ
ñòîð³í ö³º¿ òðàïåö³¿:

ð³âíÿííÿ ë³âî¿ ñòîðîíè
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Çâ³äñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî α−=ϕ=λ ctgtg . Ãåî-
ìåòðè÷íî öÿ óìîâà âèðàæàº òîé ôàêò, ùî äîòè÷-
íà äî êîëà, ïðîâåäåíîãî â òî÷ö³ ïåðåòèíó êîëà ç
ïðÿìîþ, ÿêà âèçíà÷àº åêñòðåìàëüíèé ïåðåòèí,
ïàðàëåëüíà ïðîòèëåæí³é ñòîðîí³ òðàïåö³¿, à ðàä³-
óñ, ïðîâåäåíèé ó öþ òî÷êó, ïåðïåíäèêóëÿðíèé
ïðîòèëåæí³é ñòîðîí³ òðàïåö³¿.

Ñôîðìóëþºìî ö³ ðåçóëüòàòè ó âèãëÿä³ òåîðå-
ìè:

Îçíà÷åííÿ. Âóçëîâîþ ïðÿìîþ äëÿ óçàãàëüíå-
íî¿ òðàïåö³¿ íàçèâàºòüñÿ ïðÿìà, ÿêà ì³ñòèòü îäíó
ç éîãî îñíîâ.

Îçíà÷åííÿ. Íàï³ââóçëîì óçàãàëüíåíî¿ òðàïåö³¿
íàçâåìî òî÷êó, ÿêùî âîíà ³ñíóº, ÿêà

- ó âèïàäêó, êîëè áîêîâ³ ñòîðîíè º äóãàìè
ê³ë ç ðàä³óñàìè r  òà R , ñïîëó÷àº öåíòðè ê³ë ³
ä³ëèòü öåé â³äð³çîê ó â³äíîøåíí³ Rr :  (ïðè öüî-
ìó äëÿ óãíóòèõ ê³ë òðåáà áðàòè ðàä³óñ ç³ çíàêîì
«ì³íóñ», à äëÿ îïóêëèõ – ç³ çíàêîì «ïëþñ»).

- ó âèïàäêó, êîëè îäíà ç áîêîâèõ ñòîð³í º
äóãîþ êîëà, à ³íøà – â³äð³çêîì, º ïåðåòèíîì äóãè
êîëà ç ðàä³óñîì, ÿêèé ïåðïåíäèêóëÿðíèé öüîìó
â³äð³çêó.

Îçíà÷åííÿ. Íàï³ââóçëîâîþ ïðÿìîþ äëÿ óçà-
ãàëüíåíî¿ òðàïåö³¿ íàçèâàºòüñÿ ïðÿìà, ïàðàëåëü-
íà ¿¿ îñíîâàì, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç íàï³ââóçëîâó
òî÷êó, ó âèïàäêó, ÿêùî âîíà ìàº ñï³ëüí³ òî÷êè ç
ïðÿìîþ.

Òåîðåìà (ïðî äîâæèíó óçàãàëüíåíî¿ òðàïåö³¿).
Äîâæèíà óçàãàëüíåíî¿ òðàïåö³¿ äîð³âíþº äîâæèí³
â³äð³çêà, ÿêèé º ïåðåòèíîì òðàïåö³¿ ç âóçëîâîþ
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ïðÿìîþ àáî ç íàï³ââóçëîâîþ ïðÿìîþ.
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè äîâ-

æèíó ô³ãóðè â çàäàíîìó íàïðÿìêó, ïîòð³áíî ðîç-
ä³ëèòè ¿¿ íà óçàãàëüíåí³ òðàïåö³¿ ïðÿìèìè, ïàðà-
ëåëüíèìè öüîìó íàïðÿìêó, ÿê³ ïðîõîäÿòü ÷åðåç
âóçëîâ³ òî÷êè ô³ãóðè àáî º äîòè÷íèìè äî êîíòó-
ðó ô³ãóðè. Äëÿ êîæíî¿ ç îòðèìàíèõ óçàãàëüíå-
íèõ òðàïåö³é ïîòð³áíî çíàéòè äîâæèíó, âèêîðè-
ñòàâøè òåîðåìó ïðî äîâæèíó óçàãàëüíåíî¿ òðà-
ïåö³¿, òà âçÿòè ìàêñèìàëüíó ç îòðèìàíèõ äîâ-
æèí.

Âèñíîâêè

Ó ñòàòò³ ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíî¿ òðà-
ïåö³¿ ÿê ô³ãóðè, îáìåæåíî¿ äâîìà ïàðàëåëüíèìè
â³äð³çêàìè (îñíîâàìè òðàïåö³¿) òà äâîìà äóãàìè
ê³ë (ÿê³ ìîæóòü ìàòè ³ íóëüîâó êðèâèíó). Äîâî-
äèòüñÿ òåîðåìà, ÿêà äîçâîëÿº çíàéòè äîâæèíó
íàéá³ëüøîãî â³äð³çêà, ÿêèé ïàðàëåëüíèé îñíî-
âàì òðàïåö³¿ ³ ê³íö³ ÿêîãî ëåæàòü íà êîíòóð³ òðà-
ïåö³¿.

Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ïîøóêó îïòèìàëüíèõ êàðò ðîç-
êðîþ. Ó ïîäàëüøîìó âèêëèêàº ³íòåðåñ óçàãàëü-
íåííÿ ö³º¿ çàäà÷³ íà âèïàäîê, êîëè áîêîâ³ ñòîðî-
íè òðàïåö³¿ º êðèâèìè, â³äì³ííèìè â³ä äóã òà
â³äð³çê³â.
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Âåëè÷êî È.Ã., Çèí÷åíêî À.È. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ øàãà øòàìïîâêè ïðè
îäíîðÿäíîì ðåãóëÿðíîì ðàñêðîå

Ïðåäëàãàåòñÿ ýôôåêòèâíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ øàãà øòàìïîâêè ïðè ðåãóëÿðíîì îäíî-
ðÿäíîì ðàñêðîå ïðÿìîóãîëüíîãî ëèñòà íà îäíîòèïíûå ôèãóðû. Ñïîñîá îñíîâàí íà ñôîðìó-
ëèðîâàííîé è äîêàçàííîé â ñòàòüå òåîðåìå î äëèíå êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåãóëÿðíûé ðàñêðîé, øàã øòàìïîâêè, êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ, ìåòîä
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, óçëîâàÿ ïðÿìàÿ.

Velichko I., Zinchenko A. Analytical method for determining step in forming row regular
cutting

An efficient method for determining step in forming a regular single-row cutting a rectangular
sheet to the same type of figure. The method is based on formulated and proved in the theorem
on the length of the curvilinear trapezoid.

Key words: regular cutting, stamping step, curvilinear trapezoid, the method of Lagrange
multipliers, the nodal line.




