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Ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå ïëîñêîé çàäà÷è â àíàëèòè÷åñêîì âèäå äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì âëîæåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ïîêàçàíû ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç
ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ïðîñòîé óïðî÷íÿþùåéñÿ ñðåäû, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñïðåäåëå-
íèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòîðîì ôîðìû î÷àãà äåôîðìàöèè è âåëè÷è-
íîé êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ.
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Ââåäåíèå

Îñíîâíîå êîëè÷åñòâî èçâåñòíûõ ðåøåíèé â
ìåõàíèêå äåôîðìèðîâàííîãî òåëà íå ïîçâîëÿþò
ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíîå ðåøåíèå, ñâÿçàííîãî
ñ îïðåäåëåíèåì îäíîâðåìåííî êàê íàïðÿæåííîãî,
òàê è äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìåòàëëà. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ òîëüêî äëÿ îïðåäåëåíèÿ
íàïðÿæåííîãî èëè äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
è ïðè ýòîì ïîëÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ÷àùå
âñåãî íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Ýòî íå ïîçâîëÿåò
ïîëó÷àòü àíàëèòè÷åñêèì ïóòåì ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü ïëàñòè÷åñêîé ñðåäû. Âîçíèêàþò ïðîáëåìû,
êîòîðûå íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íóþ
ñâÿçü ïîëåé íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé.

Â ýòîì ïëàíå öåííûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðåä-
ëîæåííûå ðåøåíèÿ ðàñøèðÿþò âîçìîæíîñòü óäîâ-
ëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûõ è î÷åâèäíûõ óñëîâèé, êàê
ïî íàïðÿæåíèÿì, òàê è ïî äåôîðìàöèÿì â î÷àãå
äåôîðìàöèè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ñèñòåìó (1) âêëþ÷åíû óðàâíåíèÿ òåîðèè
òå÷åíèÿ: óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, óñëîâèÿ ïëàñòè÷-
íîñòè, óðàâíåíèÿ ñâÿçè ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé è
íàïðÿæåíèé, óðàâíåíèÿ íåñæèìàåìîñòè äëÿ ñêî-
ðîñòåé äåôîðìàöèé, óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè
ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé:
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ãäå yσ , xσ  – íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ; xyτ  –

êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå; k  – ñîïðîòèâëåíèå
ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè íà ñäâèã (ïåðåìåííàÿ

âåëè÷èíà); xξ , yξ , '
xyγ  – ñêîðîñòè äåôîðìàöèé.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàíû â íàïðÿæåíèÿõ [1]
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Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû êîíòàêòíû-
ìè óäåëüíûìè ñèëàìè òðåíèÿ (2), èçìåíÿþùè-
ìèñÿ ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó.

Ðåøåíèå çàäà÷è

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2) áóäåò òîæäåñòâåííî
óäîâëåòâîðåíî, åñëè ïðèíÿòü

Φ⋅=τ Akху sin . (3)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòü îò êî-

îðäèíàò, ïðè ýòîì θ⋅= σ expHk , ãäå σH  – ïåðå-
ìåííûé êîýôôèöèåíò, ïðèíèìàåìûé â äàëüíåé-

øåì ðàâíûì ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå σC . Âûðàæå-
íèå (3) çàäàåò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2), êîòîðûå
çàìûêàþò ñèñòåìó óðàâíåíèé (1).

Ðàíåå â ðàáîòàõ [2 4] áûëè ïðåäëîæåíû ðåøå-
íèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ íàïðÿæåíèé:
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ïðè óñëîâèè уx АФ−=θ , xy АФ=θ . (5)
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Èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé Êîøè-Ðèìàíà (5)
ñëåäóåò, ÷òî ââîäèìûå â ðàññìîòðåíèå êîîðäè-
íàòíûå ôóíêöèè АФ  è θ  ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè-
÷åñêèìè, ò. å. óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ëàïëàñà
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Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èñïîëüçîâàíèå ãàðìî-
íè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðåøåíèè. Â ðàáîòàõ [2 4]
èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå êîîðäèíàòíûå ãàð-
ìîíè÷åñêèå ôóíêöèè:

(6)

Ïðåäñòàâëåííûå ôóíêöèè (6) ÿâëÿþòñÿ ãàð-
ìîíè÷åñêèìè, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ Ëàï-
ëàñà è ñîîòíîøåíèÿì Êîøè-Ðèìàíà. Âòîðàÿ è
òðåòüÿ ãðóïïà ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóì-
ìó ãàðìîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ðàç-
íîãî ïîðÿäêà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ
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(7)

òàêæå ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, â êîíñòðóêöèþ ôóíêöèé AФ  è
θ  ìîæíî âëîæèòü íîâûå ïîñòðîåíèÿ òèïà (7)
ïðè óñëîâèè, ÷òî àðãóìåíòû ôóíêöèé áóäóò ãàð-
ìîíè÷åñêèìè.

Ðàññìîòðèì àðãóìåíò òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè â âèäå âëîæåííîé ôóíêöèè:
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ãäå 'АФ  è 'θ  – âëîæåííûå êîîðäèíàòíûå ãàð-
ìîíè÷åñêèå ôóíêöèè âèäà (6).
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Â ñëó÷àå (8) ðàñøèðÿåòñÿ äèàïàçîí ïðèìåíå-
íèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðè óäîâëåòâîðå-
íèè ãðàíè÷íûõ è î÷åâèäíûõ óñëîâèé â î÷àãå
äåôîðìàöèè. Ïîäñòàâëÿÿ (8) â óðàâíåíèå Ëàïëà-
ñà ïîëó÷àåì òîæäåñòâî:

(9)

Óðàâíåíèå (9) òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ, åñëè
âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ðàâ-
íû íóëþ è åñëè âëîæåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóí-
êöèè ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèþ Êîøè-Ðèìàíà:
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×åðåç ñîîòíîøåíèÿ Êîøè-Ðèìàíà îïðåäåëÿ-
åì çíà÷åíèå ôóíêöèè θ :

( )[ ] АФCC cosexpexp '
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'
1 ⋅θ−⋅−θ⋅=θ . (10)

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Ñ èñïîëüçîâàíèåì âëîæåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé íà ïðèìåðå îñàäêè ïîêàæåì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò îáëàñòü óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé äëÿ êîìïî-
íåíòîâ òåíçîðà íàïðÿæåíèé êàê íà êîíòàêòíîé
ïîâåðõíîñòè, òàê è âî âñåì îáúåìå.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1) ñ ó÷å-
òîì ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (8), (10), ïîëó÷èì
âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòîâ íàïðÿ-
æåíèé:
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Ïðè ýòîì âëîæåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíê-

öèè 'АФ  è 'θ  èìåþò âèä:

yxАААФ ⋅⋅= 6
' ;

( )22
6

' 5,0 yxAA −⋅⋅−=θ ,

ãäå 6AA  – ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.
Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ è ôóíêöèè îï-

ðåäåëèëèñü èç ãðàíè÷íûõ î÷åâèäíûõ óñëîâèé:
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Ïîäñòàâëÿÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îñàäêè,
âûðàæåííûå ÷åðåç íàïðÿæåíèÿ, ïîëó÷èì:

( ),4
06 АФarctg

HL
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⋅
=

ãäå L , H  – äëèíà è âûñîòà î÷àãà äåôîðìàöèè;
f  – êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.

Èç óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè ΑΦ⋅⋅−=σ cos20 k ,

0kC = . Ïîäñòàâëÿÿ â (11) êîìïîíåíòû òåíçîðà
íàïðÿæåíèé, èìååì
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ 0АФ  ïðîâåäåì ñî-
ïîñòàâëåíèå ñ ðåøåíèÿìè, ïðåäñòàâëåííûìè â
ðàáîòå [5]. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì:

ψ= arctgАФ0 .

Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ψ  ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåò-
ðîì, êîòîðûé ó÷èòûâàåò âëèÿíèå êîíòàêòíîãî
òðåíèÿ è â íåêîòîðîé ñòåïåíè ôàêòîðà ôîðìû.
Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ψ  ñ ó÷åòîì äàííûõ, ïðåä-
ñòàâëåííûõ íà ãðàôèêå â ðàáîòå [5], ðèñ. 1.

Èìåÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü (12), â êîòîðóþ

âõîäèò ïîñòîÿííàÿ 6AA  â çàâèñèìîñòè îò 0AФ ,
ìîæíî ïîëó÷èòü îáðàòíûì ïåðåñ÷åòîì òå çíà÷å-
íèÿ ψ , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì
ïîäïîðà, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 1.

Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ψ  ðåøåíèÿ
(12) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 1.

Ïî ðåçóëüòàòàì ïåðåñ÷åòà áûëè ïîñòðîåíû
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà ψ  îò êî-
ýôôèöèåíòà òðåíèÿ è ôàêòîðà ôîðìû (ðèñ. 2).

Ðèñ. 1. Îòíîñèòåëüíîå äàâëåíèå íà êîíòàêòå â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ è ôàêòîðà ôîðìû
ïî Ñòîðîæåâó [5]
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Òàáëèöà 1 – Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ψ  â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ è ôàêòîðà
ôîðìû

Коэффициент трения f  Фактор формы 
HL /  0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,4 0,5 

1 0,1 0,167 0,227 0,259 0,285 0,298 0,331 0,37 
2,5 0,14 0,194 0,24 0,284 0,312 0,343 0,374 0,39 
5 0,147 0,209 0,25 0,307 0,339 0,363 0,377 0,383 

7,5 0,15 0,212 0,261 0,301 0,323 0,332 0,341 0,343 
10 0,147 0,21 0,258 0,283 0,296 0,302 0,307 0,31 

12,5 0,148 0,203 0,245 0,264 0,274 0,277 0,278 0,28 
15 0,142 0,198 0,232 0,246 0,253 0,254 0,257 0,258 

17,5 0,141 0,193 0,219 0,229 0,234 0,235 0,238 0,238 
20 0,137 0,186 0,208 0,216 0,219 0,22 0,221 0,223 

 
Äàííûìè ðàñ÷åòàìè ôàêòè÷åñêè áûëè îïðå-

äåëåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî-
ñòîÿííûõ âåëè÷èí, ïðèñóòñòâóþùèõ â ðåøåíèè
(12). Ýòèì ñàìûì îïðåäåëåíà îáëàñòü äîïóñòè-
ìûõ çíà÷åíèé, ïîçâîëÿþùàÿ ðàññ÷èòàòü ðåàëü-
íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîäïîðà íà êîí-
òàêòå â óñëîâèÿõ ïëîñêîäåôîðìèðîâàííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëàì (12) ñ
ó÷åòîì îïðåäåëåííîãî êîýôôèöèåíòà ïîäïîðà ψ
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. Àíàëèç ãðàôè÷åñêèõ çàâè-
ñèìîñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå êîíòàê-
òíûõ íàïðÿæåíèé ðåàãèðóåò íà ôàêòîð ôîðìû
î÷àãà äåôîðìàöèè è êîýôôèöèåíò òðåíèÿ. Ïîëó-
÷åííûå ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåí-
íî îòðàæàþò îáùèå çàêîíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïîëåé òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïî âñåìó î÷àãó
äåôîðìàöèè è â ïîëíîé ìåðå óäîâëåòâîðÿþò ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñîâïàäà-
þò ñ ðåàëüíûìè ýïþðàìè êîíòàêòíûõ íàïðÿæå-
íèé. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïîëó÷åííûå âû-

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ψ  îò êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ è ôàêòîðà ôîðìû

ðàæåíèÿ åäèíû äëÿ âñåãî î÷àãà äåôîðìàöèè è
íåò íåîáõîäèìîñòè ðàçáèâàòü åãî íà îòäåëüíûå
çîíû êîíòàêòíîãî òðåíèÿ.

Âûâîäû

1. Âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-

öèé âèäà Φ⋅θ Acosexp  è Φ⋅θ Asinexp  ïðè
óñëîâèè, ÷òî èõ àðãóìåíòû òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

2. Àðãóìåíòû ôóíêöèé АФ  è θ  ìîãóò èñïîëü-

çîâàòü ïîñòðîåíèÿ âèäà '' cosexp Φ⋅θ A  è
'' sinexp Φ⋅θ A , ò. ê. îíè òîæäåñòâåííî óäîâëåò-

âîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ïðè óñëîâèè

''
yx АФ−=θ , ''

xy АФ=θ .

3. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíòîâ òåí-
çîðà íàïðÿæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì âëîæåí-
íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ (à) è êàñàòåëüíûõ (á) íàïðÿæåíèé ïî âûñîòå ïîëîñû ïðè îñàäêå f = 0,3,
L/H=1...12,5

4. Îïðåäåëåíà îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ
îïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ñ èñïîëü-
çîâàíèåì îáùåïðèíÿòûõ äàííûõ ðàáîòû [5].

à
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Ïðåäñòàâëåíî ð³øåííÿ ïëîñêî¿ çàäà÷³ â àíàë³òè÷íîìó âèãëÿä³ äëÿ çàìêíåíî¿ ñèñòåìè
ð³âíÿíü òåîð³¿ ïëàñòè÷íîñò³ ç âèêîðèñòàííÿì âêëàäåíèõ ãàðìîí³éíèõ ôóíêö³é. Ïîêàçàíî
ð³øåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì òåîð³¿ ïëàñòè÷íîãî ïëèíó. Ïðîâåäåíî àíàë³ç ð³øåííÿ çàäà÷³ äëÿ
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Chygyryns’kyy V., Ben’ A. Research of the stress state with using of the enclosed harmonious
functions in the flat deformation conditions

There is presented the solution of plane problem in analytical form for closed system of
equation of the theory of plasticity with using enclosed harmonious functions. There are shown
decisions with using of the theory of a plastic current. There is passed the analysis of the decision
of a problem for the simple strengthened environment which shows is passed that distribution of
contact pressure is defined by the factor of the form of the centre of deformation and size of
factor of a friction.

Key words: stress, deformation, plasticity, harmonious functions, Laplas equation.
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