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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ПРИ
ОСАДКЕ ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ В УСЛОВИЯХ ВНЕШНЕЙ

РАДИАЛЬНОЙ НАГРУЗКИ
Ïîëó÷åíî îáîáùåííîå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è â öèëèíäðè÷åñ-

êèõ êîîðäèíàòàõ, ðåøåíèå êîòîðîãî â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ôóíêöèþ
êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé îò êîîðäèíàò î÷àãà äåôîðìàöèè. Îïðåäåëåíû ñîñòàâëÿþùèå
òåíçîðà íàïðÿæåíèé äëÿ ïëîñêîé îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è. Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííîãî
ñîñòîÿíèÿ òîëñòîñòåííîé òðóáû ïðè òîðöåâîé îñàäêå ñ ó÷åòîì ðàäèàëüíîãî âíåøíåãî è
âíóòðåííåãî ïîäïîðà. Ïîêàçàíî âëèÿíèå ðàäèàëüíîãî ïîäïîðà íà ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ
è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàïðÿæåíèå, äåôîðìàöèÿ, ïëàñòè÷íîñòü, ïðî÷íîñòü, ðàäèàëüíàÿ íàãðóçêà.

  В. В. Чигиринский, А. Ю. Матюхин, 2012

Ââåäåíèå

Îñàäêà ïîëûõ òåë âðàùåíèÿ â îñåâîì íàïðàâ-
ëåíèè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ èçäåëèé ðàç-
íîãî íàçíà÷åíèÿ: áàíäàæåé, êîëåö. Îñàäêà â êîí-
òåéíåðàõ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ
ðàçìåðîâ çàãîòîâêè ïî âíåøíåìó è âíóòðåííåìó
äèàìåòðó. Â ïîðîøêîâîé ìåòàëëóðãèè, â óñëîâèÿõ
íåîäíîðîäíîãî âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ, ïîëó÷àþò
öèëèíäðè÷åñêèå èçäåëèÿ â óñëîâèÿõ âíåøíåãî è
âíóòðåííåãî ïîäïîðà. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èìå-
åò òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèÿ.

Ïðåäëàãàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íàïðÿ-
æåííîãî ñîñòîÿíèÿ òîëñòîñòåííîé òðóáû ïðè
îñàäêå, ó÷èòûâàåò êîíòàêòíîå òðåíèå, ôàêòîð ôîð-
ìû, ñ ó÷åòîì âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ïîäïîðà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

 Çàìêíóòàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â óñëîâèÿõ
ïëîñêîé äåôîðìàöèè äëÿ òåë âðàùåíèÿ èìååò âèä:
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â íàïðÿæåíèÿõ,
ñ ó÷åòîì òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
íàïðÿæåíèé íà êîíòàêòå, ò. å.

( )α−ΑΦ⋅−=τ 2sinkn , (6)

ãäå τσ,  – íîðìàëüíîå è êàñàòåëüíîå íàïðÿæå-

íèå; nτ  – êîíòàêòíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå;

α  – óãîë íàêëîíà ïëîùàäêè; k  – ñîïðîòèâëå-

íèå ïëàñòè÷åñêîìó ñäâèãó; Φ – ôóíêöèÿ êîîð-
äèíàò z,ρ ; Α  – ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.

Âûðàæåíèÿ (3)...(5) íå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷è, íî èìåþò ìåñòî äëÿ îáîñíîâàíèÿ
ñõåìû ïëîñêîãî òå÷åíèÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è

Â ðàáîòå [1] ïðåäñòàâëåíî îáîáùåííîå óðàâ-
íåíèå ðàâíîâåñèÿ, ãäå îïðåäåëÿþùåé ôóíêöèåé
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Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ
ïîçâîëÿåò íàéòè ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü
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êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ îò êîîðäèíàò î÷àãà äå-
ôîðìàöèè. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé (6) èìååì:

ΑΦ⋅=τρ sinkz . (8)

Òàêàÿ ïîäñòàíîâêà ïîçâîëÿåò ëèíåàðèçîâàòü
óðàâíåíèå. Èñïîëüçóåì  ôóíäàìåíòàëüíóþ çàâè-
ñèìîñòü â âèäå:

θ= σ expHk , (9)

ãäå σH  – ôóíêöèÿ êîîðäèíàò z,ρ ; θ  – ïîêàçà-
òåëü ýêñïîíåíòû, êàê ôóíêöèÿ, êîîðäèíàò. Èç (9)
ñëåäóåò , ÷òî ñîïðîòèâëåíèå ïëàñòè÷åñêîé äåôîð-
ìàöèè ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïåðåìåííîé.

Êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâî-
ðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (7) èìååò âèä:
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ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ zΑΦ−=θρ ; ρΑΦ=θz .

Ïîäñòàâëÿÿ (10) â óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (1)
è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì:
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Èíòåãðàëû

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 21 II = . Ðàâåíñòâî èíòåãðà-
ëîâ îïðåäåëÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Â âûðàæåíèÿõ (11), (12) èìååò ìåñòî

ïîñòîÿííûå 21,CC , êîòîðûå ìîæíî îïðåäåëèòü
èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Çàïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ñõåìà îñàäêè òîëñòîñòåííîé òðóáû

1. Ïðè r=ρ , 2
hz = , 0θ=θ , 0ΑΦ=ΑΦ ,
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2. Ïðè R=ρ , 
2
hz = , 1θ=θ , 1ΑΦ=ΑΦ ,

1111 22 ξ=σ+=σ−σ ρ kkz ; 
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1
k

σ
+=ξ .

Ïðè ïîäñòàíîâêå ïðåäåëüíûõ óñëîâèé èìååì
ñèñòåìó óðàâíåíèé:
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ãäå 21,ξξ  – çíà÷åíèÿ êîòîðûå îïðåäåëÿþò âåëè-
÷èíó ïîäïîðà íà âíåøíåì è âíóòðåííåì äèàìåòðå.

Ðåøàÿ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî 21,CC , èìååì:
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Èç óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ è
î÷åâèäíûõ óñëîâèé â çîíå äåôîðìèðîâàíèÿ, îï-
ðåäåëèì ôóíêöèè θ  è ΑΦ , êîòîðûå ñâÿçàíû ñî-
îòíîøåíèÿìè Êîøè-Ðèìàíà:

( )nrzzz −ρ⋅⋅ΑΑ−=⋅ρ⋅ΑΑ+ΑΑ=ΑΦ 661 ;

22

2

66

2

6
zrn ⋅ΑΑ−⋅ρ⋅⋅ΑΑ−

ρ
⋅ΑΑ=θ ,

ãäå nr – ðàäèóñ, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå

íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ.
Ñ öåëüþ àíàëèçà âûðàæåíèé (13), (14) è (15)

áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû íàïðÿæåíèÿ íà êîí-
òàêòå. Ïîñòðîåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿ-
æåíèé íà êîíòàêòå, ðèñ. 2–5. Èç êîòîðûõ âèäíî,
÷òî ïîäïîð ñóùåñòâåííûì îáðàçîì âëèÿåò íà íà-
ïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå òîëñòîñòåííîé òðóáû ïðè
îñàäêå. Ñ óâåëè÷åíèåì êîýôôèöèåíòà ïîäïîðà

0ξ , 1ξ  âîçðàñòàåò âåëè÷èíà íàïðÿæåíèÿ è õàðàê-
òåð ðàñïðåäåëåíèÿ ïî äëèíå ÿ÷åéêè äåôîðìàöèè.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (13), ìîæíî îïðåäåëèòü
óñèëèå, êîòîðîå îêàçûâàåò ìåòàëë ïðè äåéñòâèè
íà áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü êîíòåéíåðà ñî ñòîðîíû
âíåøíåé è âíóòðåííåé ÷àñòè òðóáû.

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîãî íîðìàëüíîãî
íàïðÿæåíèÿ ïðè ôàêòîðå ôîðìû S/h =5; êîýôôèöèåíòå

òðåíèÿ f = 0,5; 1ξ =1 1,25; 0ξ =1

Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîãî êàñàòåëüíîãî
íàïðÿæåíèÿ ïðè ôàêòîðå ôîðìû S/h =5; êîýôôèöèåíòå

òðåíèÿ f = 0,5; 1ξ =1 1,25; 0ξ =1

Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîãî íîðìàëüíîãî
íàïðÿæåíèÿ ïðè ôàêòîðå ôîðìû S/h = 5;

êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ f = 0,5;  1ξ =1; 0ξ =1 1,25

Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîãî êàñàòåëüíîãî
íàïðÿæåíèÿ ïðè ôàêòîðå ôîðìû S/h = 5; êîýôôèöèåí-

òå òðåíèÿ f =0 ,5;  1ξ =1; 0ξ =1 1,25

(S – òîëùèíà îñàæèâàåìîé òðóáû).

Çàïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
íàðóæíàÿ ïîâåðõíîñòü (ðèñ. 1)

ïðè ρ = R; σρ = σ1; f(z ) = 0; 11 =ξ .
 Ïðè ýòîì âûðàæåíèå (11):
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Äëÿ ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëàì (16) è (17) íåîá-
õîäèìî çíàòü ïîñòîÿííóþ ÀÀ6 è çíà÷åíèå íåéò-
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ðàëüíîãî ðàäèóñà нr . Âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè íà íàðóæíîé è âíóòðåííåé áîêîâûõ
ïîâåðõíîñòÿõ äëÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé.

Çàïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
íàðóæíàÿ ïîâåðõíîñòü:

ïðè R=ρ ; 
2
hz = ; 1Φ=Φ AA ; 1θ=θ ; 11 ψ⋅=τρ kz .

Ïîäñòàâèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â âûðàæåíèå
(15):
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1
22

22
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Φ
Φ−

−ξ⋅⋅
=ψ⋅ A

ArRR
rRkRk .

Ïîñëå ñîêðàùåíèé è óïðîùåíèé èìååì:

111 Φξ=ψ tgA  èëè 1
1

1 Φ=
ξ
ψ tgA ; 

1

1
1 ξ

ψ
=Φ arctgA ,

ãäå ( )ff −=ψ 11 ;
âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü:

ïðè r=ρ ; 
2
hz = ; 0Φ=Φ AA ; 0θ=θ ; 00 ψ⋅=τρ kz .

Ïîäñòàâèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â âûðàæåíèå
(15):
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0
22
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00 sin
cos

Φ
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−ξ⋅⋅
−=ψ⋅ A

ArRr
Rrkrk .

Ïîñëå ñîêðàùåíèé è óïðîùåíèé èìååì:

  000 Φξ=ψ tgA  èëè 0
0

0 Φ=
ξ
ψ tgA ; 

0

0
0 ξ

ψ
=Φ arctgA .

Ïîäñòàâëÿÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âíåøíèõ è
âíóòðåííèõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì âû-
ðàæåíèÿ ÀÔ, ïîëó÷èì:

( )nrRhAAA −⋅−=Φ
261 ; ( )nrrhAAA −⋅−=Φ−

260 .

Ðàçäåëèì îäíî íà äðóãîå: 
n

n
rr
rR

A
A

−
−

=
Φ
Φ

−
0

1
.

Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó íåéòðàëüíîãî ðàäèóñà nr :

01

10
Φ+Φ

⋅Φ+⋅Φ
=

AA
rARArn . (18)

Ïðèíèìàÿ: 
0

0
0 ξ

ψ
≈ΦA ; 

1

1
1 ξ

ψ
≈ΦA ,

è ïîäñòàâëÿÿ â (18), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

1001

0110
ξ⋅ψ+ξ⋅ψ

⋅ξ⋅ψ+⋅ξ⋅ψ
=

rRrn . (19)

Ïðè 10 ψ=ψ , (19) èìååò âèä:

10

01
ξ+ξ

⋅ξ+⋅ξ
=

rRrn . (20)

        Ïðè 10 ξ=ξ : 2
rRrn

+
= . (21)

Â ðàáîòàõ [1, 2] nr ïðèíèìàëñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ (21).

Èç ñîîòíîøåíèé (19) (21) âèäíî, ÷òî íåéòðàëü-

íûé ðàäèóñ nr  îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî çíà÷åíèÿ-
ìè íàðóæíîãî è âíóòðåííåãî ðàäèóñîâ, íî è âå-

ëè÷èíîé ïîäïîðà 1ξ  è 0ξ  è óñëîâèÿìè êîíòàêò-
íîãî òðåíèÿ íà íàðóæíîé è âíóòðåííåé ïîâåðõ-

íîñòÿõ 1ψ  è 0ψ . Íà ðèñ. 6, 7 ïîêàçàíî ðàñïðåäå-
ëåíèå ðàäèàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïî âûñîòå çàãî-
òîâêè â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ f

è ôàêòîðà ôîðìû h
S .

Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ ðàäèàëüíûõ íàïðÿæå-
íèé íà íàðóæíîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðè îñàäêå
òîëñòîñòåííîé òðóáû, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ f = 0,3,

ôàêòîð ôîðìû 1 ...10

Ðèñ. 7. Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ ðàäèàëüíûõ íàïðÿæå-
íèé íà íàðóæíîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðè îñàäêå

òîëñòîñòåííîé òðóáû, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ f = 0,1... 0,5,
ôàêòîð ôîðìû 7

Íàïðÿæåíèå ïîäïîðà 1σ  íà âíåøíåé ïîâåðõ-
íîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî îíè çàâèñÿò îò êîýôôè-
öèåíòà òðåíèÿ (óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì f)

è ïàðàìåòðà 
h

S . Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäíèé

ñëó÷àé, ò. ê. ñ óâåëè÷åíèåì ôàêòîðà ôîðìû âåëè-

÷èíà 1σ  óìåíüøàåòñÿ.
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×èãèðèíñüêèé Â.Â., Ìàòþõií À.Þ. Äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó ïðè îñàä³ ò³ë
îáåðòàííÿ â óìîâàõ çîâí³øíüîãî ðàä³àëüíîãî íàâàíòàæåííÿ

Îòðèìàíî óçàãàëüíåíå ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè äëÿ îñåñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ â öèë³íäðè÷íèõ
êîîðäèíàòàõ, ð³øåííÿ ÿêîãî â àíàë³òè÷íîìó âèãëÿä³ äîçâîëÿº âèçíà÷èòè ôóíêö³þ äîòè÷íèõ
íàïðóæåíü â³ä êîîðäèíàò âîãíèùà äåôîðìàö³¿. Âèçíà÷åíî ñêëàäîâ³ òåíçîðà íàïðóã äëÿ
ïëîñêî¿ îñåñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³. Äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó òîâñòîñò³ííî¿ òðóáè ïðè
òîðöåâîìó îñàäæóâàíí³ ç óðàõóâàííÿì ðàä³àëüíîãî çîâí³øíüîãî òà âíóòð³øíüîãî ï³äïîðó.
Ïîêàçàíî âïëèâ ðàä³àëüíîãî ï³äïîðó íà ðîçïîä³ë íîðìàëüíèõ òà äîòè÷íèõ íàïðóæåíü.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: íàïðóãà, äåôîðìàö³ÿ, ïëàñòè÷í³ñòü, ì³öí³ñòü, ðàä³àëüíå íàâàíòàæåííÿ.

Chygyryns’kiy V., Matyuhin A. Research of the stress state of upsetting of rotation in the
conditions of external radial loading

The generalized equalization of equilibrium is got for an axis of symmetry  task in cylindrical
co-ordinates, the decision of which in an analytical kind allows to define the function of tangent
tensions from the co-ordinates of hearth of deformation. The constituents of tensor of tensions
are certain for a flat axis of symmetry task. Research of the tense state of the thick-walled pipe
at the butt end sinking taking into account radial external and internal head. Influence of radial
head is shown on distributing of normal and tangent tensions.

Key words: stress, deformation, plasticity, strength, radial loading.




