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Êîíñòðóêöèÿ è ïðî÷íîñòü

Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííàÿ òåõíèêà â øèðîêèõ ìàñøòàáàõ
èñïîëüçóåò òîíêèå óïðóãèå îáîëî÷êè. Êîíñòðóê-
öèè, â êîòîðûå âõîäÿò îáîëî÷êè, íàõîäÿò áîëü-
øîå ïðèìåíåíèå â ñòðîèòåëüñòâå, ïðèáîðîñòðîå-
íèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Òàêèå êîíñòðóêöèè ìî-
ãóò íàõîäèòüñÿ â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ, â ÷àñòíî-
ñòè ïîä âîçäåéñòâèåì äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê.
Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò ÷àñòîò ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé îáîëî÷åê, ò.ê. çíàíèå ýòèõ
õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëèò èçáåæàòü ÿâëåíèÿ ðåçî-
íàíñà. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâî-
áîäíûå íèçêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ îáîëî÷åê âðà-
ùåíèÿ èìåþùèõ äâà êðàÿ. Íà îäíîì êðàþ çàäà-
þòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû èäåàëèçèðîâàííûõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé, äîïóñêàþùèõ òàíãåíöèàëüíûå
âîçìîæíûå èçãèáàíèÿ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè
îáîëî÷êè. Äðóãîé êðàé æåñòêî ñîåäèíåí ñ ïëîñ-
êèì óïðóãèì êîëüöîì. Èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü
íèçøèõ ÷àñòîò îò âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà
îäíîì êðàþ è îò ðàçìåðîâ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
êîëüöà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èññëåäîâàíèå êîëåáàíèé îáîëî÷å÷íîé êîíñò-
ðóêöèè áóäåì ïðîâîäèòü ïðè ñëåäóþùèõ óñëî-
âèÿõ: êîëüöî íå ÿâëÿåòñÿ òîíêîñòåííûì, ïîïå-
ðå÷íîå ñå÷åíèå êîëüöà èìååò äâå îñè ñèììåòðèè
è îäíà èç ýòèõ îñåé ëåæèò â ïëîñêîñòè êîëüöà,
öåíòð òÿæåñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ
öåíòðîì èçãèáà, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîëüöà íå
äåôîðìèðóåòñÿ ïðè åãî íàãðóæåíèè. Â äàëüíåé-
øåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå êîëüöà, ïîïåðå÷-
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íîå ñå÷åíèå êîòîðûõ èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëü-
íèêà.

Óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé êîëüöà, ñîåäèíåííîãî ñ
îáîëî÷êîé â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî ïîäêðåïëå-

íèÿ âîçüìåì â âèäå [ ]1 .
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ãäå k, k, ku v w - ïåðåìåùåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîëüöà, kγ   - óãîë çàêðó÷è-

âàíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîëüöà, k, kE G  - ìî-

äóëè Þíãà è ñäâèãà ìàòåðèàëà êîëüöà, kF  - ïëî-

ùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîëüöà, 1, 2Y Y - îñå-

âûå ìîìåíòû èíåðöèè ñå÷åíèÿ êîëüöà, kY - ìî-
ìåíòû èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîëüöà ïðè

êðó÷åíèè, kR  - ðàäèóñ ñðåäèííîé ëèíèè êîëüöà,

kρ  - ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà êîëüöà, m - ÷èñëî âîëí

â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, *, *b a  - âûñîòà è øè-

ðèíà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîëüöà, B - ðàññòîÿ-
íèå îò ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè äî îñè

âðàùåíèÿ, 1, 1, 2T S N  - òàíãåíöèàëüíûå è ïåðåðå-

çûâàþùåå óñèëèå â îáîëî÷êå, 1M - èçãèáàþùèé

ìîìåíò, H - ìîìåíò êðó÷åíèÿ, p - ÷àñòîòà ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè.

Óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷å-
ñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîåäè-
íåíèþ îáîëî÷êè ñ êîëüöîì.

Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé îò
âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà îäíîì êðàþ è îò
ðàçìåðîâ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîëüöà.

Ïðåäñòàâèì ðàçìåðû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
êîëüöà â âèäå

a b
* k * ka a h ,b b h ,= =                                 (2)

ãäå h – îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà îáîëî÷êè (âå-
ëè÷èíó h – ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûì ïàðàìåòðîì).

Îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ îãðàíè÷èâà-
åòñÿ ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè

0 a 1,∠ ≤   0 b 1,∠ ≤  (3)

à èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû îò ðàçìåðîâ
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîëüöà ñâåäåì ê èññëåäî-
âàíèþ çàâèñèìîñòè îò äâóõ ïàðàìåòðîâ a è b ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì (3). Äëÿ ïðîâå-
äåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåäëàãàåòñÿ äâà
ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Äëÿ îò-
íîñèòåëüíî òîíêèõ êîëåö îïðåäåëÿþùåé ÿâëÿ-
åòñÿ äåôîðìàöèÿ îáîëî÷êè, à êîëüöî ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê âîçìóùàþùèé îáúåêò. Äëÿ îòíîñè-
òåëüíî òîëñòûõ êîëåö íàîáîðîò – îïðåäåëÿþùåé
ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèÿ êîëüöà, à îáîëî÷êà ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê âîçìóùàþùèé îáúåêò.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïàðàìåòð ÷àñòîòû λ ,
êîòîðîé ñâÿçàí ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé p  ñëåäóþ-
ùèì ñîîòíîøåíèÿì

( )2 2 11 v p E−λ = ρ − (4)

ãäå ρ  - ïëîòíîñòü, E  - ìîäóëü Þíãà, v  -
êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ìàòåðèàëà îáîëî÷êè.

Ïàðàìåòð ÷àñòîòû êîëåáàíèé áóäåì îïðåäå-

ëÿòü ïî ôîðìóëå Ðýëåÿ [ ]2 .
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ãäå ÏÅÏõ – ïðîïîðöèîíàëüíû ïîòåíöèàëü-
íûì ýíåðãèÿì ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ è èçãèáà-êðó-
÷åíèÿ îáîëî÷êè, âåëè÷èíû Ò è L ïðîïîðöèîíàëü-
íû êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îáîëî÷êè è ðàáîòå êðà-
åâûõ ñèë è ìîìåíòîâ.

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñâåðõíèçêèå ÷àñòîòû. Îáî-
ëî÷êà áóäåò êîëåáàòüñÿ ñ òàêèìè ÷àñòîòàìè, åñëè

ôîðìà êîëåáàíèè áëèçêà ê ÷èñòîìó èçãèáó [ ]2 .

2. Íèçêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ ïîäêðåïëåííûõ
îáîëî÷åê ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè øàðíèðíîãî
îïèðàíèÿ

Íà îäíîì êðàþ îáîëî÷êè âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ.

1 1 1 1T v w M 0= = = =                            (6)

ãäå v, w – ïðîåêöèè ñìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèí-
íîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè íà íàïðàâëåíèÿ ïà-
ðàëëåëè è âíóòðåííåé íîðìàëè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
÷àñòîòû ïî ôîðìóëå (5) íåîáõîäèìî çàäàòü ôîð-
ìó êîëåáàíèé. Ïðè÷åì ýòà ôîðìà äîëæíà óäîâ-
ëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è óðàâíåíèÿì
äâèæåíèÿ îáîëî÷êè.

Â îñíîâó ðàñ÷åòà ïîëîæèì ìåòîä ðàñ÷ëåíåíèÿ.
Ïîëíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ñóììû îñíîâíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùåãîñÿ íà âñþ îáîëî÷êó, è êðàåâûõ ýôôåê-

òîâ, âîçíèêàþùèõ âáëèçè êðàåâ îáîëî÷êè [ ]3 .

Ìåòîä ðàñ÷ëåíåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ è òåì, ÷òî
äëÿ êàæäîãî èç íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèé âûäå-
ëÿþòñÿ ñâîè ãðàíè÷íûì óñëîâèÿ.

Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (6) ðàñ÷ëåíåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Äëÿ îñíîâíîãî íàïðÿæåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðâûå äâà, äëÿ êðàåâîãî ýôôåê-
òà ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ â (6).

Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîäêðåïëåíèþ îáîëî÷êè êîëüöîì, òàêîãî åñòå-
ñòâåííîãî ðàçäåëåíèÿ ïðîâåñòè íåëüçÿ. Îäíàêî
ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè ïîñòðîèòü ëèíåéíûå êîì-
áèíàöèè ýòèõ óñëîâèé. Êîìáèíàöèè ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé áåðåì â ñëåäóþùåì âèäå
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Ïåðâûå äâà óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè, à
ïîñëåäíèå äâà – äîïîëíèòåëüíûìè.  Íà îñíîâå
(6) è (7) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Èí-
òåãðàëû ÷èñòîãî èçãèáà óäîâëåòâîðÿþò â íóëå-
âîì ïðèáëèæåíèè îñíîâíûì ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì.

Â äîïîëíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ âîç-
íèêàþò íåâÿçêè. Èõ ñíèìàåì, ââîäÿ â ðàññìîòðå-
íèå èíòåãðàëû êðàåâîãî ýôôåêòà. Äëÿ óäîâëåò-
âîðåíèÿ îñòàëüíûõ óñëîâèé â ïåðâîì ïðèáëèæå-
íèè ââîäèì â ðàññìîòðåíèå áåçìîìåíòíûå èí-
òåãðàëû. Ïîñëå ýòîãî îïðåäåëÿåì ÷àñòîòó ïî ôîð-
ìóëå (5).

Ôîðìóëó äëÿ ïàðàìåòðà ÷àñòîòû ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå

кооб

кооб
ТТ
ПП

+
+

=λ (8)

ãäå Ïîá, Ïêî, Òîá, Òêî - ïðîïîðöèîíàëüíû ïî-
òåíöèàëüíûì ýíåðãèÿì äåôîðìàöèè îáîëî÷êè,
êîëüöà è êèíåòè÷åñêèì ýíåðãèÿì îáîëî÷êè è
êîëüöà.

Â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèÿ êîëüöà òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü òå èëè èíûå
âåëè÷èíû â ôîðìóëå (8).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè âû÷èñëåíèè ïàðàìåòðà ÷àñ-

òîòû ñ òî÷íîñòüþ ( )0,5O h  äëÿ êîëüöà êâàäðàò-

íîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðè a 0,75>  ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü ïîëíîñòüþ âëèÿíèåì êîëüöà. Ïðè
0,5 a 0,75< ≤  ñëåäóåò ó÷èòûâàòü êèíåòè÷åñêóþ

ýíåðãèþ êîëüöà. Ïðè 0,375 a 0,5< <  ñëåäóåò ó÷è-
òûâàòü è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äåôîðìàöèþ
êîëüöà.

Ïðè a 0,375≤  ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòû, êîã-
äà îïðåäåëÿþùåé ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèÿ îáîëî÷-
êè, íå ïðèãîäåí. Â ýòîì ñëó÷àå äåôîðìàöèÿ êîëü-
öà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùåé, à îáîëî÷êà ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê âîçìóùàþùèé îáúåêò.

×àñòîòû êîëåáàíèé ñèñòåìû îáîëî÷êà-êîëü-
öî (äëÿ îòíîñèòåëüíî òîëñòîãî êîëüöà) áóäóò
íèçêèìè, åñëè ôîðìà êîëåáàíèÿ êîëüöà áëèçêà ê
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êîëåáàíèé èçãèáà êîëüöà
â ñâîåé ïëîñêîñòè è êîëåáàíèé èçãèáà èç ïëîñ-
êîñòè è êðó÷åíèÿ. Ïðè 0, 25 a 0,375≤ ≤  ó÷èòûâà-

åòñÿ âëèÿíèå îáîëî÷êè. Ïðè a 0,375≤  âëèÿíèåì
îáîëî÷êè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, îäèí êðàé êîòîðîé
øàðíèðíî îïåðò, à äðóãîé ïîäêðåïëåí óïðóãèì
ïëîñêèì êîëüöîì êâàäðàòíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå-

÷åíèÿ ñî ñòîðîíîé *a . Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ÷èñ-
ëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-

êè ñ ïàðàìåòðàìè B 1, l 1, h 0,0025= = = .
Òàáëèöà

Çíà÷åíèÿ λ  âû÷èñëåíû ïî âûøåîïèñàííîé

ìåòîäèêå, à çíà÷åíèÿ 1λ  ïîëó÷åíû ÷èñëåííûì
èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé êîëåáàíèé.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ êîëü-
öà íà ÷àñòîòû êîëåáàíèé îáîëî÷å÷íîé êîíñòðóê-
öèè ïðè øàðíèðíîì çàêðåïëåíèè îäíîãî èç êðàåâ.
Ïî àíàëîãè÷íîé ìåòîäèêå ìîæíî èññëåäîâàòü
âëèÿíèå äðóãèõ èäåàëèçèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé.
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 Â.I .ªðøîâ, Ç.Ã.ªðøîâà. Äîñëiäæåííÿ êîëèâàíü ïiäêðiïëåíèõ îáîëîíîê

  Äîñë³äæóþòüñÿ íèçüêî÷àñòîòí³ êîëèâàííÿ îáîëîíîê îáåðòàííÿ, ùî ìàþòü äâà êðà¿.
Íà îäíîìó  êðàþ çàäàþòüñÿ ð³çí³ âàð³àíòè ãðàíè÷íèõ óìîâ, i íøèé  êðàé æîðñòêî ñïîëó÷å-
íèé ç  ïëîñêèì ïðóæíèì ê³ëüöåì ïîñò³éíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåòèíó. Àñèìïòîòè÷íèì ìå-
òîäîì äîñë³äæóºòüñÿ çàëåæí³ñòü íèæ÷èõ ÷àñòîò â³ä âèäó ãðàíè÷íèõ óìîâ íà îäíîìó
êðàþ ³ â³ä ðîçì³ð³â ïîïåðå÷íîãî ïåðåòèíó ê³ëüöÿ.  Ïîáóäîâàíèé ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ çàäîâî-
ëåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ ³ îá÷èñëþâàííÿ ÷àñòîòè. Äëÿ  äåÿêèõ âèïàäê³â îòðèìàí³ ÿâí³ ôîðìó-
ëè íàéíèæ÷î¿  ÷àñòîòè êîëèâàíü. Ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü ìîæóòü áóòè êîðèñí³ ïðè
àíàë³ç³ íà ì³öí³ñòü êîíñòðóêö³é, äî ñêëàäó ÿêèõ âõîäÿòü îáîëîíêè îáåðòàííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà:  îáîëîíêà îáåðòàííÿ, íèçüêî÷àñòîòí³ êîëèâàííÿ, ïàðàìåòð ÷àñòîòè,
ôîðìà êîëèâàíü.

V.I. Ershov, Z.G. Ershova. Investigation of oscillations reinforced shells

Low frequency oscillations of shells of revolution with two boundaries are considered. Various
boundary conditions are specified for one boundary. The other boundary is rigidly connected
with flexible planar annulus of a constant cross-section. The dependence of low frequencies on
the form of boundary conditions at one boundary and the size of the annulus cross-section at the
other boundary is investigated by an asymptotical method. An iterative algorithm is designed for
satisfaction of boundary conditions and computation of frequency. Explicit formulas for the
lowest frequency of oscillations are obtained for some particular cases. The results of the paper
can be useful in the strength analysis of constructions that contain shells of revolution.

Key words: shell of revolution, low frequency oscillations, frequency parameter, oscillation
form.




