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Приведены математические зависимости для определения несущей способности, расхо-
да рабочей жидкости и потерь жидкости на трение в радиально-упорном гидростатоди-
намическом подшипнике сдвоенного типа. Применены наиболее распространенные и эф-
фективные численные методы для решения основных уравнений, описывающих работу под-
шипника. Получены расчетным способом основные статические характеристики рассмат-
риваемого подшипника и выполнен анализ этих характеристик при различных значениях
давления питания рабочей жидкости. Сделаны выводы по полученным результатам расче-
та.
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Введение

Гидростатодинамические подшипники приме-
няют в тех случаях, когда есть возможность под-
вести к ним рабочую жидкость под большим
давлением. Нагрузки, действующие на подшип-
ники в современных машинах, могут быть как
радиальными, так и осевыми. Наиболее часто эти
нагрузки действуют совместно. Даже если осевые
нагрузки отсутствуют, необходимо обеспечивать
осевую фиксацию ротора в корпусе. Поэтому, в
любой машине для опор роторов, возникает необ-
ходимость применения радиально-упорных под-
шипников и исследования характеристик таких
подшипников являются актуальными.

Теоретические зависимости

В данной работе теория радиально-упорного
гидростатодинамического подшипника приведе-
на в статической постановке. В основе определе-
ния несущей способности, расхода рабочей жид-
кости и потерь на трение лежит функция рас-
пределения давления в слое рабочей жидкости.
Определение этой функции связано с совме-

стным решением уравнений Рейнольдса и ба-
ланса расходов рабочей жидкости.
Запишем баланс расходов из условия равен-

ства расходов по контуру i-й камеры и расхода
через входные компенсирующие устройства для
наружной конической и внутренней цилиндри-
ческой рабочих поверхностей подшипника, схе-
ма которого приведена в работе [1]:

вх1 1 2 3 4Q Q Q Q Q= + + + , (1)

вх2 11 12 13 14Q Q Q Q Q= + + + , (2)

где вх1Q  и вх2Q  – расходы через входные ком-
пенсирующие устройства, соответственно для ка-
мер на наружной и внутренней рабочих поверх-
ностях подшипника. Для жиклеров эти расходы
записываются в следующем виде:

( )2
вх1 вх ж1 вх k1,i

2Q r Р Р= ψ π −
ρ , (3)

( )2
вх2 вх ж2 вх k2,i

2Q r Р Р= ψ π −
ρ , (4)

где вхψ  – коэффициент входа, равный 0,62ј0,82;

ж1r  и ж2r  – радиусы жиклеров, установлен-
ных на входе в камеры;

ρ  – плотность рабочей жидкости;

вхP  – давление питания от насоса на входе в
камеры перед жиклером;

k1,iР  и k2,iР  – давления в камерах, располо-

женных на наружной и внутренней рабочих по-
верхностях подшипника.
Расходы по контуру i-й камеры с учетом пе-

реносного и градиентного течения рабочей жид-
кости для наружной и внутренней рабочих по-
верхностей подшипника запишем в следующем
виде:
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( )2 2
1,i кам2 кам1

1
h R R

Q
4Sin

−ω −
= +

α

( )
( ) ( )

3
кам2 кам1 1,i k1,i k1,i 1 k1

x11 кам2 кам1 пер пер

h P P l Sin

6 k R R N 1
−− α

= +
µ − ∆ϕ −

,

( )2 2
1,i 2 кам2 кам1

2
h R R

Q
4Sin

+ω −
= +

α

( )
( ) ( )
3

кам2 кам1 1,i 2 k1,i k1,i 1 k1

x12 кам1 кам2 пер пер

h P P l Sin

6 k R R N 1
+ −− α

= +
µ + ∆ϕ −

,

( )3
1,i 1 k1,i сл кам1 кам

3
ПК z1

h P P R
Q

12 l Sin k
+ − ∆ϕ

=
µ α

,

( )3
1,i 1 k1,i сл кам2 кам

4
ПК z1

h P P R
Q

12 l Sin k
+ − ∆ϕ

=
µ α

,

( )3
2,i k2,i k2,i 1 k2B 2,i k2

11
x21 mk2

h P P lR h l
Q

2 12 k l
−−−ω

= +
µ

,

( )3
2,i 2 k2,i k2,i 1 k2B 2,i 2 k2

12
x22 mk2

h P P lR h l
Q

2 12 k l
+ ++ −ω

= +
µ

,

( )3
2,i 1 k2,i сл k2

13 14
z2 П2

h P P b
Q Q

12 l l
+ −

= =
µ

,

где α  – угол, образующей конуса наружной по-
верхности подшипника;

кам1R  и кам2R  – радиусы подшипника в на-
чале камеры и в ее конце;

пер∆ϕ  – угловой шаг сетки на перемычках

между камерами;

перN  – число узлов сетки на межкамерной

перемычке в окружном направлении;

кам∆ϕ  – угловой размер камеры в окружном
направлении;

1,ih  и 2,ih  – зазоры в подшипнике, соответ-

ственно на наружной и внутренней рабочих по-
верхностях;

µ  – динамическая вязкость рабочей жидко-
сти;

ω  – угловая скорость вращения вала с дис-
ком;

BR  – радиус внутренней рабочей поверхнос-
ти подшипника;

k1l , k2l  – длины камер наружной конической

и внутренней цилиндрической поверхностей под-
шипника;

mk1l  и mk2l  – длины межкамерных перемы-
чек, соответственно на наружной и внутренней
рабочих поверхностях;

П1l  и П2l  – длины торцевых перемычек на
наружной и внутренней рабочих поверхностях;

слP  – давление рабочей жидкости на сливе
из подшипника;

x11k , x12k , x21k , x22k , z1k , z2k  – коэффици-
енты турбулентности.
Из уравнений баланса расходов (1) и (2) пос-

ле подстановки выражений для расходов, получа-
ем зависимости для определения давлений в ка-
мерах приспособленные для численных расчетов:

( ) ( )k1,i 10,i вх k1,i 12,i k1,i 1 13,i k1,i 1 11,in 1 n n n
P a P P a P a P a

+
= − − − −

     ( ) ( )вх k1,i 12,i k1,i 1 13,i k1,i 1 11,in 1 n n n
P a P P a P a P a− += − − − − , (5)

( ) ( )k2,i 9,i вх k2,i 11,i k2,i 1 12,i k2,i 1 10,in 1 n n n
P b P P b P b P a

+
= − − − −

     ( ) ( )вх k2,i 11,i k2,i 1 12,i k2,i 1 10,in 1 n n n
P b P P b P b P a− += − − − − . (6)

Коэффициенты 10,ia ; 11,ia ; 12,ia ; 13,ia ; 9,ib ;

10,ib ; 11,ib ; 12,ib  в процессе итерации остаются

постоянными.
Записанные выражения (5) и (6) представ-

ляют реализацию обычного итерационного ме-
тода итераций. Итерационный процесс продол-
жается до тех пор, пока предыдущее и последую-
щее значения давлений в камерах будут меньше

заданной точности решения 1ε , т. е.

( ) ( )k1,i k1,i 1n 1 n
P P

+
− ≤ ε ,

( ) ( )k2,i k2,i 1n 1 n
P P

+
− ≤ ε .

Для определения функции изменения давле-
ния на межкамерных перемычках запишем урав-
нения Рейнольдса для наружной и внутренней
частей подшипника:

3 3 3
1 1 1 1 1

1 x1 1 1 z1 1 1 1 z1

h P h P h
x K x z K z x z K

     ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ = + ρω α          ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

( )3 3 3
1 1 21 1 1 1 1

cp
1 x1 1 1 z1 1 1 1 z1

6 U hh P h P h
R Sin

x K x z K z x z K

     µ∂∂ ∂∂ ∂ ∂
+ = + ρω α          ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

, (7)

( )3 3
2 22 2 2 2

2 x2 2 2 z2 2 2

6 U hh P h P
x K x z K z x

    µ∂∂ ∂∂ ∂
+ =      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

,   (8)
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где 1x , 1z  и 2x , 2z  – оси координат;

1P  и 2P  – давления на наружной и внутрен-
ней рабочих поверхностях подшипника;

µ  – динамическая вязкость рабочей жидко-
сти;

ρ  – плотность рабочей жидкости

x1k , z1k  и x2k , z2k  – коэффициенты турбу-
лентности течения рабочей жидкости;

кам1 кам2
cp

R R
R

2
+

=  – средний радиус наруж-

ной конической поверхности подшипника;

1h  и 2h  – текущие зазоры в наружной и
внутренней частях подшипника;

1U  и 2U  – окружные скорости наружной и
внутренней рабочих поверхностей диска. В урав-
нении Рейнольдса (7), записанном для наружной
конической поверхности подшипника, введено

слагаемое 
3

2 1
cp

1 z1

h
R Sin

z k

 ∂
ρω α   ∂  

, учитывающее

влияние центробежных сил инерции, как это де-
лается в работе [2].
Для решения уравнений Рейнольдса (7) и (8)

применим метод конечных разностей в сочета-
нии с методом продольно-поперечной прогонки.
При записи уравнений (7) и (8) в конечно-
разностном виде поверхности между камерами
наружной и внутренней частей подшипника покро-

ем сетками с шагами 1x∆ , 1z∆  и 2x∆ 2z∆  и част-
ные производные запишем в конечно-разностном
виде, используя пятиточечный шаблон.
Для наружной конической части подшипни-

ка конечно-разностная запись уравнения Рей-
нольдса будет иметь следующий вид:

( )

( )( )

3 23 1,i 1,i 1 1,i, j 1,i 1, j 1,i 1,i 1 1,i 1 1,i 1, j 1,i 1,1 1
2 2

1 x1 1 x1,i 1, j x1,i 1, j

h P 2P P 3h h h P Ph P
x k x k x k 4 x

+ − + − + −− + − − ∂∂
= + −  ∂ ∂ ∆ ∆ 

( )( )3 2
1,i 1,i 1 1,i, j 1,i 1, j 1,i 1,i 1 1,i 1 1,i 1, j 1,i 1, j

2 2
x1,i 1, j x1,i 1, j

h P 2P P 3h h h P P

k x k 4 x
+ − + − + −− + − −

= + −
∆ ∆

 

( )( )2
1,i x1,i 1 x1,i 1 1,i 1 1,i 1

2 2
x1,i 1, j

h k k P P
,

k 4 x
+ − + −− −

−
∆

( )3 33 1,i 1,i, j 1 1,i, j 1,i,, j 1 1,i z1, j 1 z1, j 1 1,i, j 11 1
2 2

1 z1 1 z1,i 1, j z1,i 1

h P 2P P h k k P Ph P
z k z k z k 4 z

+ − + − + −− + − − ∂∂
= −  ∂ ∂ ∆ ∆ 

( )( )3 3
1,i 1,i, j 1 1,i, j 1,i,, j 1 1,i z1, j 1 z1, j 1 1,i, j 1 1,i, j 1

2 2
z1,i 1, j z1,i 1

h P 2P P h k k P P
,

k z k 4 z
+ − + − + −− + − −

= −
∆ ∆  

где i  = 1,2,ј, 1N ; j =  1,2, ј, 2N ;

1N  и 2N  – число узлов сетки, соответственно

в направлениях i  и j .
Запишем для внутренней части подшипника

(цилиндрической) уравнение Рейнольдса в виде
конечных разностей.

( )

( )( )

3 23 2,i 2,i 1, j 2,i, j 2,i 1, j 2,i 2,i 1 2,i 1 2,i 1, j 2,i2 2
2 2

2 x1 2 x2 2 x2,i 2i

h P 2P P 3h h h P Ph P
x k x k x k 4 x

+ − + − + −− + − − ∂∂
= + −  ∂ ∂ ∆ ∆ 

( )( )3 2
2,i 2,i 1, j 2,i, j 2,i 1, j 2,i 2,i 1 2,i 1 2,i 1, j 2,i 1, j

2 2
x2 2 x2,i 2i

h P 2P P 3h h h P P

k x k 4 x
+ − + − + −− + − −

= + −
∆ ∆

 
( ) ( )3

2,i x2,i 1 x2,i 1 2,i 1, j 2,i 1, j
2 2
x2 2

h k k P P
,

k 4 x
+ − + −− −

−
∆

( )33 2,i 2,i, j 1 2,i, j 2,i, j 12 2
2

2 z1 2 z2,i 2

h P 2P Ph P ,
z k z k z

+ −− + ∂∂
=  ∂ ∂ ∆ 

 

( ) ( )2i 2,i 1 2,i 1 2i 2,i 1 2,i 1
2,i

2 2

6 U h h 6 h U U
F .

2 z 2 x
+ − + −µ − µ −

= +
∆ ∆

 

Записанные в неявном виде разностные схе-
мы уравнений Рейнольдса приводят к необхо-
димости решать системы алгебраических урав-
нений. Решать такие системы позволяет извест-
ный метод продольно-поперечной прогонки.
Решение задачи в методе прогонки ищется в

виде:

i i i 1 iP P += α + β , (9)

где i =  2,3,ј,N-1 – номера узлов сетки;

iα  и iβ  – коэффициенты прогонки.
Задаваясь начальными значениями давлений

в узлах сетки, методом продольно-поперечной
прогонки определяем значения давлений в узлах
сетки на следующем шаге. Итерационный про-
цесс продолжается до получения заданной точ-

ности ( ) ( )i, j i, j 2n 1 n
P P

+
− ≤ ε , где 2ε  – точность

определения давлений на межкамерных перемыч-
ках.
Зная давления в камерах и узлах межкамер-

ных перемычек, можно определить грузоподъем-
ность подшипника. Она определяется как сумма
грузоподъемностей наружной конической и внут-
ренней цилиндрической его рабочих поверхнос-
тей, а также сумма грузоподъемностей отдельных
участков каждой из рабочих поверхностей под-
шипника

H B
i i i∑ = + , (10)
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где H
i  – грузоподъемность наружной коничес-

кой части подшипника;

B
i  – грузоподъемность внутренней цилинд-

рической части подшипника.
Суммарную осевую грузоподъемность опре-

деляем как разницу осевых грузоподъемностей
левой и правой конических рабочих поверхнос-
тей наружной части подшипника:

осев ос.лев ос.правi i i= + , (11)

где ос.левi  – осевая грузоподъемность левой ко-
нической части подшипника;

ос.правi  – осевая грузоподъемность правой

конической части подшипника.
Зная давления в камерах можно определить

расход рабочей жидкости через подшипник:

наруж внутрQ Q Q∑ = + , (12)

где 
k

2
наруж вх ж1 вх k1,i

i 1

2Q 2 r P P
=

= ψ π −
ρ ∑  – расход

рабочей жидкости через камеры, расположенные
на наружной конической рабочей поверхности
подшипника;

k  – число камер в подшипнике на его поло-
вине наружной рабочей поверхности;

m
2

внутр вх ж2 вх k2,i
i 1

2Q 2 r P P
=

= ψ π −
ρ ∑  – расход

рабочей жидкости через камеры, расположенные
на внутренней рабочей поверхности подшипни-
ка;

m  – число камер на половине внутренней
рабочей поверхности подшипника.
Потери мощности на трение определяем по

известной зависимости [3]:

тр
S

N R dS= ω τ∫∫ , (13)

где τ  – функция распределения касательных
напряжений в слое рабочей жидкости;

S  – площадь поверхности трения;

R  – радиус поверхности трения.
Потери мощности на трение для левой и пра-

вой конической наружной части подшипника,
полученные на основе формулы (13) будут иметь
следующий вид:

( )1 2N N
1,i л1

тр.лев срD1 П i, j 1,i 2,i 1, j
1,л1i 1 j 1

U k Re
N R L x N ,

h 2= =
= µω ∆ λ + λ∑ ∑

1 2N N
cpD1л1

тр.лев срD1 П i, j 1,i 2,i 1, j
i 1 j 1

U k Re R z
N R L x N ,

h 2= =

ω ∆
= µω ∆ λ + λ∑ ∑  

( )1 2N N
1,i cpD1п1

тр.прав срD1 П i, j 1,i 2, j 1, j
1,п1i 1 j 1

U k Re R z
N R L x N ,

h 2= =

ω ∆
= µω ∆ λ + λ∑ ∑

1 2N N
1,i cpD1п1

тр.прав срD1 П i, j 1,i 2, j 1, j
i 1 j 1

U k Re R z
N R L x N ,

h 2= =

ω ∆
= µω ∆ λ + λ∑ ∑  

где 
( )N1 1,л1 1,i 1, j 1,i 1, j

1, j 1,i
i 1

h P P
N

2
+ −

=

−
= λ ∑ ,

( )N1 1,п1 1,i 1, j 1,i 1, j
2, j 1,i

i 1

h P P
N

2
+ −

=

−
= λ ∑ ,

1N  и 2N  – число узлов сетки, соответственно
в окружном и осевом направлениях.
Запишем выражение для определения потерь

мощности на трение для внутренней цилиндри-
ческой части подшипника:

где 
( )N3 2,i 2,i 1, j 2,i 1, j

3, j 3,i
i 1

h P P
N

2
+ −

=

−
= λ ∑ ,

3N  и 4N  – число узлов сетки в окружном и
осевом направлениях для внутренней части под-
шипника.

Результаты расчета

На основании изложенной теории были рас-
считаны грузоподъемность, расход рабочей жид-
кости и потери мощности на трение для ради-
ально-упорного гидростатодинамического под-
шипника сдвоенного типа при различных значе-
ниях давления питания. Результаты расчета при-
ведены на рис. 1–4.

Рис. 1. Зависимость радиальной грузоподъемности
сдвоенного радиально-упорного гидростатодинамичес-
кого подшипника от осевого эксцентриситета при

различных давлениях питания вхP

( )3N
2,i вн D2

тр.B D2 П 2 3i 4, j 3, j
2,ii 1 j 1

U k Re
N R L x N ,

h 2= =
= µω ∆ λ + λ∑ ∑

4N
вн D2

тр.B D2 П 2 3i 4, j 3, j
i 1 j 1

R zN R L x N ,
h 2= =

ω ∆
= µω ∆ λ + λ∑ ∑  



Конструкция и прочность

– 68 –

Рис. 2. Зависимость осевой грузоподъемности сдвоенно-
го радиально-упорного гидростатодинамического

подшипника от осевого эксцентриситета при различных
давлениях питания вхP

Рис. 3. Зависимость расхода рабочей жидкости в сдвоен-
ном радиально-упорном гидростатодинамическом

подшипнике от осевого эксцентриситета при различных
давлениях питания вхP

Рис. 4. Зависимость потерь мощности на трение в
сдвоенном радиально-упорном гидростатодинамическом
подшипнике от осевого эксцентриситета при различных

давлениях питания вхP

Рассчитываемый подшипник имел следующие
основные размеры:

1. Средний диаметр наружной конической
части подшипники 1cpD =  120 мм.

2. Минимальный диаметр наружной коничес-
кой части подшипника 1нD =  116,65 мм.

3. Максимальный диаметр наружной кони-
ческой части подшипника 1кD =  123,35 мм.

4. Диаметр внутренней цилиндрической по-

верхности подшипника 2D =  100 мм.
5. Радиальный зазор в наружной и внутрен-

ней частях подшипника 01 02δ = δ =  0,07 мм.

6. Диаметр жиклеров ж1 ж2d d= =  2 мм.

7. Длина подшипника L =  50 мм.
8. Рабочая жидкость – вода при температуре

t  =47 °С.
При изменении осевого эксцентриситета от

ocе =  0 до ocе =  0,06 мм радиальная грузоподъ-
емность (см. рис. 1) имеет существенно нелиней-
ный характер особенно при больших давлениях

питания. На осевом эксцентриситете ocl =  0,06 мм

при увеличении давления питания  от вхP  = 1 МПа

до вхP  = 3 МПа радиальная грузоподъемность
подшипника возрастает примерно в 2 раза.
Зависимость осевой грузоподъемности под-

шипника ocW  (см. рис. 2) при изменении осево-
го эксцентриситета и давления питания рабочей
жидкости также имеет нелинейный характер. На

осевом эксцентриситете ocе =  0,06 мм при увели-

чении давления питания от вхP  = 1 МПа до

вхP  = 3 МПа она возрастает примерно в 1,84 раза.
Расход рабочей жидкости с увеличением дав-

ления питания при всех исследуемых значениях
осевого эксцентриситета существенно возрастает
(см. рис. 3).
Потери мощности на трение (см. рис. 4) при

всех исследуемых значениях осевого эксцентри-
ситета с увеличением давления питания рабочей
жидкости возрастает.
Следует отметить, что зависимость потерь

мощности на трение от осевого эксцентриситета
незначительна (см. рис. 4).
Полученные результаты позволяют рациональ-

нее выбирать давление питания рабочей жидко-
сти и осевой эксцентриситет при проектирова-
нии радиально-упорных подшипников сдвоен-
ного типа.
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Назін В.I . Вплив тиску робочої рідини на статичні характеристики радіально-упорних
гідростатодинамічних підшипників здвоєнного типу

Наведено математичні рівняння для визначення несучої здатності, витрати робочої
рідини і втрат рідини на тертя в радіально-упорному гідростатодінамічному підшипнику
здвоєного типу. Застосовані найбільш поширені та ефективні чисельні методи для вирі-
шення основних рівнянь, що описують роботу підшипника. Отримано розрахунковим спо-
собом основні статичні характеристики розглянутого підшипника і виконаний аналіз цих
характеристик при різних значеннях тиску робочої рідини. Зроблені висновки за отримани-
ми результатами розрахунків.

Ключові слова: радіально-упорний підшипник, несуча здатність, витрата робочої рідини,
втрати на тертя, статичні характеристики, математичні рівняння, тиск робочої рідини,
чисельні методи.

Nazin V. Effect of pressure on power static characteristics of angular contact humidistat
dynamic bearing type double

Mathematical formulas for determining the carrying capacity of the working fluid flow and
fluid loss due to friction in the angular contact bearing gidrostatodinamicheskih double type.
Applied to the most common and efficient numerical methods for the solution of the basic
equations describing the operation of the bearing. Obtained by calculation basic static characteristics
of this bearing and the analysis of these characteristics at different values of the supply pressure
of the working fluid. The conclusions on the result of the calculation.

Key words: angular contact ball bearing, bearing capacity, flow rate of the working fluid,
friction loss,  static characteristics,  mathematical relationships,  supply pressure,  numerical
methods.




