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РОЗВ’ЯЗАННЯ КОНТАКТНИХ ЗАДАЧ ТЕОРІЇ

ПРУЖНОСТІ
Робота присвячена вивченню можливості застосування методу послідовних переміщень

для розв’язання контактних задач теорії пружності, зокрема задачі про штамп. Розгля-
дається розв’язання нелінійних задач для пружних стрижневих конструкцій на основі
даного методу.
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Вступ

Раніше [1] була розроблена стрижнева модель
суцільного середовища для розв’язання пласких
статичних задач теорії пружності, а також запро-
понована дискретна модель елемента кінцевих
розмірів, який був успішно використаний для
розв’язання класичних задач механіки деформів-
ного твердого тіла. У роботі Н. І. Мусхелішвілі
наводиться повне обґрунтування розв’язань кон-
тактних задач [2]. Також аналітичне рішення на-
водиться Галіним [3]. Дана робота базується на
ідеї моделювання суцільного середовища систе-
мою пружних стрижнів, які деформуються разом
[4]. Для проведення розрахунків по даній моделі
пропонується використовувати метод послідов-
них переміщень [5]. Особливості даного методу
дозволяють застосовувати його і при розв’язанні
контактних задач теорії пружності.

Постановка задачі

Розв’язується змішана гранична задача ста-
тики пружного тіла. А саме, знаходиться пружна
рівновага тіла, якщо задані зміщення частини то-
чок його поверхні. Фізично це відповідає випад-
ку, коли зусиллями, прикладеними до точок по-
верхні, цим точкам передаються задані переміщен-
ня і закріплюють поверхню в цьому вигляді.
Розглядається випадок одного штампа з пря-

молінійною підставою, паралельною осі Ох, при-
чому цей штамп може переміщуватися лише вер-
тикально (рис. 1). Відрізок границі, що стикається
зі штампом, ми будемо вважати симетричним щодо
осі Оу. Штамп вдавлюється в пружну кінцеву
область Щ, невідомою силою, перпендикулярної
до границі Г. Передбачається, що тертя настільки
велике, що ковзання не може мати місця. Розгля-
нута задача полягає у знаходженні зусиль, при-
кладених до області Щ на границі Г, при відомо-
му векторі зсувів (х, y) точок цієї області, а також
знаходженні переміщення всіх інших точок тіла.

Рис. 1. Штамп з прямолінійною підставою

Метод розв’язання

Маємо стрижневу систему, яка моделює пев-
не суцільне середовище з самого початку зада-
ними переміщеннями вузлів в граничному діа-
пазоні (рис. 2). Ці початкові переміщення викли-
кані прикладеним до тіла навантаженням, в зоні
контакту є деформація. Для розрахунку викори-
стовується метод послідовних переміщень [3].
Відмінністю розв’язуваних контактних задач
теорії пружності є те, що для деяких точок по-
верхні задаються зусилля, а для інших переміщення.
Метод послідовних переміщень цілком придат-
ний для таких змішаних задач. Під штампом зада-
ються переміщення вузлів, а для інших вузлів по-
верхні – зусилля (нульові). Розроблено алгоритм
і програму для розв’язання відповідних задач.

Рис. 2. Стрижнева модель суцільного середовища
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Розглядається стрижнева система, в якій деякі
вузли в граничному діапазоні мають початкові
переміщення і вважаються закріпленими. А та-
кож закріплені вузли нижньої межі тіла. Всі інші
вузли вважаються рухливими, їх переміщення
необхідно знайти для знаходження рівноваги
системи в цілому і зусиль, прикладених до тіла.
І тут важливо відзначити, що для розв’язання

даної задачі на першому кроці координати зміще-
них вузлів беремо ті, які були в моделі до наван-
таження, тобто до зсуву. Тому що розв’язується
задача, зворотня тим, розв’язання яких запропо-
новані в попередніх роботах [2–4].
Початкові координати вузлів будуть:

(xi, yi),       (i = 1 ... n). (1)

Маючи зазначені координати, можна зазда-
легідь обчислити для всіх стрижнів їх початкові
довжини. На початкові вузли діють сили з про-
екціями на осі координат Pxk, Pyk. Уздовж
стрижнів діють їх реакції Rik, спрямовані від вуз-
ла k, що відповідає розтягнутим стиржням. Якщо
в системі є стислі стрижні, то відповідні реакції
від’ємні.
Введемо позначення:
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У положенні рівноваги системи величини kxS
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Позначимо малі переміщення вузла k під дією
сил Pkx, Pky через uk, vk. Тоді для деформацій
стрижнів, що сходяться у вузлі k, маємо:

.sincos ikkikkik vu α−α−=∆ (5)

Всі стрижні вважаються пружними; зв’язок
між реакціями стрижнів і їх деформаціями (по-
довженнями) має вигляд:

( )...1 niDR ikikik =∆= (6)

Жорсткості стрижнів обчислюються за фор-
мулами:
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Тут ikE  – модуль пружності; ikS  – площа

поперечного перерізу; Lik – довжина i-го стриж-
ня.
На довільному кроці будуємо лінійні рівнян-

ня:

kxkk Svaua =+ 1211 ,  kykk Svaua =+ 2221 , (8)
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При знайдених на певному кроці процедури
переміщеннях вузла k маємо рекурентну форму-
лу для обчислення нових координат вузла:

., kkkkkk vyyuxx +→+→ (11)

А також накопичуємо значення сили

Pxk→Pxk, Pyk→Pyk . (12)

Далі переходимо до наступного вузла і повто-
рюємо процедуру. Умовою її припинення буде:

,2222
ykxkkykx PPSS +ε≤+ (13)

де ε  – задана відносна похибка.

Аналіз отриманих результатів

Застосування даного методу дозволяє знахо-
дити сили, що викликали задані переміщення, а
також переміщення всіх вузлів системи, що задо-
вольняють рівноваги системи в цілому.
Для дослідження поведінки системи будемо

поступово збільшувати задане початкове зміщен-
ня від 0,1 до 0,5 при незмінних параметрах самої
системи, що демонструється на рис. 3–11.
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Рис. 3, 4. Дискретна модель 5х3 елемента для переміщень 0,1 і 0,2

Рис. 5, 6. Дискретна модель 5х3 елемента для переміщень 0,3 і 0,4

Рис. 7. Дискретна модель 5х3 елемента для переміщення 0,5

Проводимо подальше розбиття, робимо розмір
дискретного елемента 0,5 і порівнюємо отримані
результати.

Рис. 8. Дискретна модель 10х6 елементів розміру 0,5 для
переміщення 0,1

Рис. 9. Дискретна модель 10х6 елементів розміру 0,5 для
переміщення 0,2

Знову зменшуємо розмір дискретного елемента
вдвічі, новий розмір дискретного елемента 0,25.

Рис. 10. Дискретна модель 20х12 елементів розміру 0,25
для переміщення 0,1
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Рис. 11. Дискретна модель 20х12 елементів розміру 0,25
для переміщення 0,2

Як видно з рисунків, подальше розбиття не
має сенсу, так як результати, отримані за допомо-
гою даних моделей, не мають істотних відміннос-
тей.

Таблиця 1 – Переміщення та сила, що їх викликає, для моделей 5х3, 10х6 і 20х12

Рис. 12. Залежність між силою і переміщенням, що нею викликається для моделей 5х3, 10х6 і 20х12

Всі отримані значення сил, а також сумарні
значення, заносимо в таблицю 1.
Використовуючи чисельні значення сили, бу-

дуємо графіки залежності сили від переміщення
для запропонованих моделей (рис. 12).
Як бачимо, чисельно значення сили для да-

них моделей не дуже відрізняються. А отже, і немає
потреби в подальшій дискретизації.

Висновки

Розроблено стрижневу модель суцільного се-
редовища для розв’язання контактних задач теорії
пружності. Запропонована дискретна модель для
розв’язання задачі про штамп з прямолінійною
підставою. Для проведення розрахунків з диск-
ретної моделі пропонується використовувати
метод послідовних переміщень, що добре заре-
комендував себе для розрахунку стрижневих конст-
рукцій.
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